XIl. Géométrie analytique de l'espace

1. Introduction

1.1 Rappels.

Avant de généraliser a I'espace la notion de vecteurs rencontrée dans le plan, reprenons les essentiels de cette

matiere.

N
On appelle vecteur Vv=AB un objet mathématique défini par 2 points
du plan et caractérisé par

« sadirection : la droite AB

e s0nsens: origine A et extrémité B

N
o salongueur notée | AB|

- -
ex : le vecteur ABest égal au vecteur CD (ils ont méme direction,
méme sens et méme longueur.)

La figure ABDC est alors un parallélogramme

Somme de deux vecteurs

a) consecutifs (c.-a-d. tels que I'extrémité du premier coincide avec
I'origine du second ) :

- - -
AB+BC=AC (relation de Chasles) A

b) guelcongues : on déplacera I'un des deux pour que I'extrémité de I'un
coincide avec l'origine de l'autre.
—> - —>

- -
AB+CD=AB+BD'=AD'

g g A
On peut aussi remarquer que AB+CD est la diagonale du
- -

parallélogramme construit sur AB et AD"

N
r ABest un vecteur
N
- de méme direction que AB
-
- de méme sens que AB si r est positif et de sens opposé si r est négatif.

Multiplication scalaire :

N

- de longueur égale a |r| fois celle de AB
- -

dans l'illustration ci-contre AC =3 AB

Repére — composantes d'un vecteur.
Si dans le plan &, on choisit une origine O on obtient le plan

En choisissant deux vecteurs non nuls et non paralléles i et j , chaque

vecteur du plan se décompose de fagon unique en une somme de
multiples de ces vecteurs (combinaison linéaire de ces vecteurs) :

U=Xli+y.]
Alors (0, i, j) estappelé repére de o
(x, y) sont les composantes du vecteur U dans ce repére

N
N.B. : (X, y) est aussi la coordonnée du point P tel que U = OP

On montre aisément que les composantes de la somme de 2 vecteurs
valent la somme des composantes et que les composantes de r i = r fois
les composantes de U

D"

14/07/2014 CNDP Erpent - Géométrie analytique de I'espace

Xl-1



Considérons deux points du plan : A et B et leurs coordonnées A
respectives (a,a,) et (by,b,)
- - - - -

N

La relation de Chasles nous donne : OA+AB= OB = AB=0B-0A
- —> —

= composantes de AB = composantes de OB - composantes de OA

N
ou encore : composantes de AB = "extrémité" — "origine"

1.2 Généralisation : vecteurs dans l'espace.
Comme le plan est muni d'un repere (O, i, ] ) , on peut définir un repere de l'espace :

(O, i, j,k)(Lesvecteurs i, jetk étant linéairement indépendants c. a d. tels qu'aucun d'eux
n'est combinaison linéaire des autres.)
Le point O est alors appelé origine et les vecteurs i, ] et Kk vecteurs de base.

- - L -
Tout point A de I'espace sera alors repéré par un triplet (az, ay, as ) tel que OA=a; i +a, j +az k

(a1, @, ,as) est la coordonnée du point A dans le repére (O, i, j, k)

a,est l'abscisse, a, est I'ordonnée et a; est la cote.
Les notions sur les vecteurs vues dans le plan restent vraies dans I'espace.
- —

_>
En particulier, la relation de Chasles : OA + AB= OB
- - -
qui nous amene : AB= OB - OA "extrémité" - "origine"

N
Les composantes de ces vecteurs seront aussi égales et donc : les composantes du vecteur AB = les composantes

- -
du vecteur OB - les composantes du vecteur OA
2. Equations d'un plan

2.1 Plan vectoriel

Dans un premier temps, nous allons considérer un plan contenant I'origine O et deux
vecteurs non nuls et non paralléles G et v. Un tel plan est appelé plan vectoriel, et les
deux vecteurs sont appelés vecteurs directeurs. On le note n

2.1.1 Equation vectorielle
Comme nous I'avons montré pour un repére dans le plan, V P € 1y 3! (r, s) € R?:

<l

= — —
OP =ru+sv

VPem3!(rs) e R« OP=rli+sv

Cette équation est appelée équation vectorielle de m, Elle permet d'exprimer tout vecteur OP en fonction des
vecteurs directeurs U et v

2.1.2 Equations paramétriques.

Dans le repére (O, T] R) les composantes respectives des vecteurs U et vsont (U, Uy, Us) et (v, Vo, Vv3) etle
b - - - - — - - — —

point P a pour coordonnée (x,y,z) < OP = Xi +Yj+zk U= ui+Uyj+ugk et V=vyi+v,j+vsk

N
A partir de I'équation vectorielle de =y : OP = rti + sV, nous obtenons :
xT+y]+zR= r(ulf+u2]+u3R) +3s (vlf+v2]+v3R)
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< <{Y = ru, +sv, qui sont les équations paramétriques de 7,
Z= I’U3 + SV3

Exemple : soit wy de vecteurs directeurs U (1, -1, 0) et v (2,0,1), nous obtenons directement les équations

X=r+2s
paramétriques de mp. Y = —r
z=5s

En faisant varier la valeur des parametres r et s, on obtient les coordonnées des différents points du plan.

2.1.3 Equation cartésienne

Dans l'exemple pris ci-dessus, en éliminant le paramétre entre les équations, nous obtenons I'équation :
=-y+2z< X +y-2z=0quiest I'équation cartésienne de m,. Elle représente une condition & satisfaire par un

point (x, y, z) pour appartenir au plan.

On peut aussi obtenir cette équation en observant que pour tout point P(X, y, z) du plan wp le déterminant suivant

est égal & zéro (1°® colonne combinaison linéaire des deux autres :)

X U Vv x 1 2

y U, V,|=0 Dansnotreexemple:ly —1 0/=0 quinous permet de retrouver I'¢quation ci-dessus.
Z Uz Vg z 0 1

L'équation cartésienne d'un plan my est donc toujours de la forme ax + by + cz =0

2.2 Plan quelconque.

2.2.1 Equation vectorielle.
Considérons maintenant un plan = comprenant le point A et // my (donc w// ati et //av)

— — — —> i i
P e 1< OP= OA+ AP = OA+ rli + sV qui est I'équation

vectorielle de =

2.2.2 Equations paramétriques.
En procédant comme précédemment, nous obtenons :

X =285 +IU; +5V;
y =a, + U, + SV, qui sont les équations paramétriques de n

2.2.3 Equation cartésienne

Comme pour un plan vectoriel, on déterminera son équation cartésienne en éliminant les paramétres r et s entre
les équations paramétriques.

X—a; U; Vv
Le déterminant [y —a, u, V,|=0nous donne I'‘équation cartésienne de = de la forme ax + by +cz+d =0
Z—az; Uz V,

2.3 Plan comprenant trois points donnes.

Considérons trois points distincts non alignés A, B et C et le plan & défini par ces trois

points.

On se ramene facilement au cas d'un plan dont on connait un point A et deux vecteurs c
directeurs U et v. Il suffit en effet de prendre ces vecteurs directeurs respectivement A

— —
égaux a ABet AC qui sont bien non nuls et non paralléles puisque A, B et C sont distincts non alignés.
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Exemple : Le plan = comprenant les points A(0,1,1) B(1,0,1) et C(1,1,0)

X=r+Ss

— -

AB(1,-1,0) AC(1,0,-1) =>n=<y=-r+1
z=-s+1

En éliminant les paramétres entre ces équations, nous obtenons par la seconde et la troisieme équation :
r=1-yets=1-z. Enremplagant dans la premiére équation : x =1 -y + 1- z nous obtenons :
n=X+y+z-2=0, I'équation cartésienne de &t

La recherche des équations d'un plan comprenant 3 points donnés (A, B, C) se raméne donc a la recherche des

- -
équations d'un plan dont on connait un point (A par exemple) et 2 vecteurs directeurs (ABet AC par exemple)

3. Equations d'une droite.
3.1 Droite vectorielle.

3.1.1 Equation vectorielle
Considérons une droite d, comprenant l'origine 0 de direction U

N
Pecdye OP=ri est I'équation vectorielle de dg

3.1.2 Equations paramétriques.
Si P(x, Y, z) et U (ug, Uy, Us), Nous obtenons :

X = I’Ul
y = ru, qui sont les équations paramétriques de dy
Z= rU3

3.1.3 Equation cartésienne

Eliminons le paramétre entre les équations paramétriques de d, : nous obtenons 2 équations linéaires en x, y, z.
Ce sont les équations de deux plans comprenant dq. Ces équations sont appelées équations cartésiennes de dy

X=2r
Exemple :Si dq de direction T (2, 3, 0) alors les équations paramétriques de do sont : qy = 3r
z=0

3x-2y=0

Et ses équations cartésiennes seront : {

3.2 Droite quelconque

3.2.1 Equation vectorielle.

Considérons maintenant une droite d comprenant le point A et de méme direction que
do

— —

- —
P € d < OP= OA+ AP = OA+rl qui est I'équation vectorielle de d

3.2.2 Equations paramétriques.

Comme précédemment, nous obtenonsf:<y = a, + ru, : les équations paramétriques
Z= a.3 + rU3
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3.2.3 Equation cartésienne d'une droite

Comme pour une droite vectorielle, on déterminera son équation cartésienne en éliminant le paramétre entre les
équations paramétriques, et nous obtenons alors a nouveau deux équations linéaires en X, y, z qui sont les
équations cartésiennes de deux plans dont l'intersection est d.

3.2.4 Equation d'une droite déterminée par 2 points distincts A
et B.

5
Nous constatons alors que le vecteur AB est un vecteur directeur de d et nous
sommes ainsi ramenés au cas d'une droite passant par un point (A) et de
vecteur directeur donné.

—> —> -
C.ad. OP= OA+TrAB
Si A et B ont pour coordonnées respectives : (a, a, ,a3 ) et (by, by, b3 ) et P(x,y,2)

— - — —
nousavons : AB =(by-a)) i +(by-ay) j +(b-az)k

x=r(b;—a;)+a,;

<y=r(b, —a,)+a, qui sont les équations paramétriques de la droite d
z=r(b;—a3)+a

(by - a1 ,b, - a,, bs - ag) est la coordonnée d'un vecteur directeur de d

La recherche des équations d'une droite comprenant 2 points donnés (A, B) se ramene donc a la recherche des

5
équations d'une droite dont on connait un point (A par exemple) et 1 vecteurs directeur ( AB par exemple)

3.2.5 Exemple.
Xx=r+1
N

d>Al,4,-3)etB(2,51) =AB (1,14) =>d={y=r+4

z=4r-3
o, . y=x-1+4 X-y+3=0

Par la premiere équation: r=x-1= =
z=4x-4-3 dx—z-7=0

Ce dernier systéeme est appelé équation cartésienne de d.

4. Intersections de droites et de plans — parallélisme.

4.1 Deux plans.
Exemplel : Soit a déterminer l'intersection des plans a.et  : a3 A(1,1,2) B(2,1,3) et C(0,0,0) etp > A'(0,4,5)
B' (1,9,10) et C'(-5,-2,-1)
Le calcul nous permet d'obtenir les équations cartésiennes de o et 8 :
a=X+y-z=0 etB=y-z+1=0
Considérons le systeme formé par ces deux équations.
=1
Sy =-1+r

{x+y—z=0 {x+y:z {x:—y+z {x:l—z+z
= = =
=r

y—-z+1=0 y=-1+z y=-1+z2 y=-1+z2

Et nous obtenons o m B, une droite de vecteur directeur (0,1,1) et comprenant le point (1,-1,0)
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Exemple 2 : Déterminer l'intersection des plans o =2x -y +3z+2=0etf=4x-2y+6z+5=0
Nous constatons tres facilement que le systéme formé par les équations de ces deux plans est un systeme

impossible. Les plans o et § n‘'ont donc pas de points communs : o // B

Exemple3 : Déterminer l'intersection des plans oo =2x -y +3z+2=0etf=4x—-2y+6z2+4=0
Au contraire de I'exemple précédent, le systeme formé par les équations de ces deux plans est un systeme

indéterminé : tout point vérifiant I'équation de o vérifiecellede :a=p=an P

Conclusion :

nlln<3IkeRy:(a,b,¢c)=k(@,b,c)
Les deux plans seront paralleles confondus si de plus (a, b, ¢, d) =k (@', b', ¢', d')

Ils seront paralléles distincts si 3k € Ry : (a, b, ¢) =k (a', b', ¢') et d = kd'

4.2 Intersection d'une droite et d'un plan — parallélisme.

4.2.1 Ladroite et le plan sont donnés par leurs équations cartésiennes

. i . X+2y-z-4=0 B
Exemple :.on cherche l'intersection de la droite d = {2x+ y-32=0 etduplant=2x+y+z=1
En résolvant le systéme de 3 équations a 3 inconnues formé par les équations de d et celle de = :
X+2y-z-4=0
2X+y—-3z2=0 onobtient: (x,y,2) = (

2x+y+z=1

=L
12'12°4

Si le systéme avait été impossible ou indéterminé, d aurait été respectivement // distincte ou incluse au plan «

La recherche de l'intersection d'un plan et d'une droite connus par leurs équations cartésiennes se fait en

résolvant le systéme de 3 équations a 3 inconnues formé par les équations de la droite et celle du plan.
Si le systéme obtenu a une solution unique : les 3 plans se coupent en un point
S'il est impossible d est // distincte de =

S'il est indéterminé, d est // incluse dans =

4.2.2 La droite est donnée par ses équations paramétriques et le plan est donné par son

équation cartesienne

x=r-1
Exemple :d=qy=2r+3
z=r

a) Soitachercherd nmy=2x+y+2z=3
En remplagant les valeurs de la coordonnée d'un point courant de d dans I'équation de =, , hous obtenons

I'équation : 2 (r — 1) + (2r + 3) + r = 3 : une équation du premier degré en r qui nous permet de déterminer la
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valeur de ce parameétre r = % . On peut alors calculer la coordonnée du point d'intersection en remplagant r par sa

valeur dans les équations paramétriques de d. =sol : d N {(—% L %)}

b) De méme pour la recherche de d N, = x —y + z— 2 =0, nous obtenons :
r—1-2r—3+r-2=0:une équation impossible : d // =,

c) et enfin, si nous recherchons d N 3 =X +y — 3z — 2 = 0, nous obtenons :

r—1+2r+3-3r-2=0:une équation indéterminée qui nous permet de conclure : d = 3

Pour rechercher I'intersection d'un plan donné par son équation cartésienne et d'une droite donnée par ses

équations paramétriques, on remplacera les valeurs de la coordonnée d'un point courant de d dans I'équation de

n. L'intersection de la droite et du plan dépend de I'équation du premier degré en r (le paramétre) ainsi obtenue
Si cette équation a une solution unique, la droite perce le plan en un point dont les coordonnées sont obtenues en
remplagant le paramétre par la solution de I'équation dans les équations paramétriques de d

Si I'équation est impossible d est // distincte de =

Si elle est indéterminée, d est // incluse dans ©

4.2.3 Applications

X=r—-3
Application 1 :Soitd= <y =-r+1 Déterminer les équations de w // d et > A(3, 1, -1) et B(2, -1, 4)
z=2r-1

5
Les vecteurs directeurs de 7 : (1, - 1, 2) : (vecteur directeur de d) et BA (1, 2, -5)

X=r+s+3
Ontrouvealorst= <y=-r+2s+1 etdonct=x+7y+3z-7=0
z=2r—-5-1

Application 2 : L'équation cartésienne d'un plan parallele & I'un des axes de coordonnées ne comprend pas la
variable correspondante.

En effetsimt =ax + by + cz +d =0 // I'axe des abscisses (vecteur directeur G (1,0,0))=> n'=ax+by+cz=0
comprend l'axe des abscisses = (1, 0, 0) vérifie I'équationde ' <> a=0=n=by+cz+d =0

Application 3 : L'équation cartésienne d'un plan parallele & I'un des plans de coordonnées ne comprend qu'une
variable : celle qui correspond a l'axe sécant au plan. En effet, si = // plan XY, n =z = k (on applique deux fois
le raisonnement précédent).

Conclusion :

d/ifnssi(dnr=Goudnn=d)

n=ax+hby+cz+d=0:
nl/OX<a=0 n//OY ssib=0 n/l OZssic=0
n// plan OXY ssia=b =0 n/lplan OXZssia=c=0 n//planOYZssib=c=0

4.3 Deux droites : parallélisme - intersection.

4.3.1 Parallélisme

d; // d, ssi un vecteur directeur de d; est multiple d'un vecteur directeur de d,

Exemple : déterminer I'équation cartésienne de b // a sachant que b > (2, 3, 0)
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X=r+1 X=r+2
as<y=-r+2 sol:b=Jy=-r+3
z=2r-1 z=2r

4.3.2 Intersection de deux droites :
Exemple 1 : les droites sont données par leurs égquations cartésiennes :

Ss s . . . , X+y=3 X+2y+3z=1
Soit a déeterminer l'intersection des droites a = eth=
X—-Yy+z2=6 x—-3y+2z=4
Solution : on résout le systeme de 4 équations a 3 inconnues
. I 2 11 -1 e S
La solution des 3 premieres équations : (X, Y, z) = (37 - 7) ne vérifie pas la quatrieme équation = les
droites sont gauches ou paralléles distinctes. = on cherche un vecteur directeur de chacune des droites :
X=-r+3 x=13r+10
Poura:y=r—= qy=r = V,(-1,1,2)pourb:= <y=r =V,(13,1,-5)
z=2r+3 z=-5r-3

V,pas// vV, = aetb sont gauches.

Pour rechercher I'intersection de 2 droites données par leurs équations cartésiennes, on résout le systéme de 4
équations & 3 inconnues. Si le systeme admet une solution unique, les droites sont seécantes, s'il est indétermine,
les droites sont confondues et s'il est impossible, elles sont // ou gauches : dans ce cas, on cherchera un vecteur
directeur de chaque droite : si ces vecteurs sont multiples I'un de I'autre, alors les droites sont //, sinon, elles sont
gauches

Exemple 2 : les droites sont données par leurs éguations paramétriques :

X=3r+2 X=5+r
Déterminer l'intersection des droites:a= Jy=-r+1 etbh=Jy=2r
z=2r z=2-r1
3ar+2=5+s
En renommant s le paramétre des équations de b, le probléme se résume a résoudre le systéme <—r+1=2s
2r=2-5s
Résolvons d'abord le systéme des deux premiéres équations : {3r F2=5+s @{Sr NG 3@{& —2s=0
—r+1=2s r+2s=1 r+2s=1

mw=7 r=1
<~ <~
r+2s=1 s=0
Nous constatons que les valeurs trouvées satisfont la équation: 2r=2-sc.ad.:2=2-0

Les droites a et b sont donc sécantes au point (5, 0, 2) (obtenu en égalant le parametre r a 1 dans les équations
paramétriques de a ou en égalant le paramétre s a 0 dans les équations paramétriques de b.)

3éme

Pour rechercher I'intersection de 2 droites données par leurs équations paramétriques, on résout le systéme de 3
équations a 2 inconnues obtenu en égalant les expressions des coordonnées d'un point courant de d; a celle d'un
point de d, (en veillant & donner un nom différent au paramétre de chaque droite).

- Si le systéme admet une solution unique, les droites sont sécantes

- S'il est indéterminé, les droites sont confondues

- S'il est impossible, elles sont // ou gauches : dans ce cas, on comparera les vecteurs directeurs de ces

droites : si ces vecteurs sont multiples I'un de l'autre, alors les droites sont //, sinon, elles sont gauches

Exemple 3 : Une des droites est donnée par ses équations paramétrigues et lI'autre par ses équations cartésiennes :
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X=r-1
Déterminer l'intersection des droites:a=<y=-r+2 etb=

{x+y—z=3
z=2r

2X—-y+2z+11=0

Les points de cette intersection doivent satisfaire a la fois les équations de aet de b =
{(r—1)+(—r+2)—(2r):3 @{—Zr:Z

2r=)—(-r+2)+2(2r)+11=0 wr=-7
or=-1=anb={(-2, 3, -2)} (qui vérifie bien les équations de b).

Pour rechercher I'intersection de 2 droites lorsque d; est connue par ses équations paramétriques et d, par ses

équations cartésiennes, on exprimera qu'un point courant de d, vérifie les équations de d, : on obtient alors un

systéme de 2 équations a 1 inconnue (le parametre r)

a) Si ce systéme admet une solution unique comme dans lI'exemple ci-dessus, les droites sont sécantes.

b) Si le systeme obtenu est indéterminé (lorsque les deux équations sont indéterminées) d; et d, sont confondues
(sont incluses dans les deux plans qui déterminent d,, donc sont a I'intersection de ces deux plans)

c) Si le systéme est impossible

e Soit lorsque les deux valeurs trouvées pour r sont différentes (d, perce alors chacun des deux plans qui
déterminent d, et donc d; et d, sont gauches)

e Soit lorsque les deux équations trouvées sont impossibles (d; est alors paralléle & chacun des deux plans qui

déterminent d, et les droites d, et d, sont paralléles)

5. Orthogonalité.

5.1 Le produit scalaire dans le plan.
Le produit scalaire associe un nombre réel a un couple de vecteurs.

5.1.1 Définition : vecteurs de méme origine.

Le produit scalaire de deux vecteurs de méme origine est égal au produit de leurs longueurs B
- -

par le cosinus de l'angle formé par ces vecteurs : AB-AC=|AB| . |AC|. cos a

ol o = BAC

Cas particuliers :
1° Vecteurs alignés

S5 . A B C
AB-AC = |AB| . |AC| . cos BAC = |AB| . |JAC| cos O° =|AB|. |AC| ——
- = ~ C A B
AB-AC = |AB| . JAC| cos BAC = |AB| . |AC]| cos 180° = - |AB| . |AC| -

2° Vecteurs orthogonaux.
B
- -
AB-AC =|AB]| . |AC| . cos 90° =0 AT—.

5.1.2 Equivalence.

Le produit scalaire de deux vecteurs vaut le produit de la longueur de I'un d'eux par la longueur de la projection
orthogonale de l'autre sur le premier, muni du signe adéquat.
Soit B' la projection orthogonale de B sur la droite AC et C' la projection orthogonale de C sur la droite AB
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Premier cas de figure :

- -
AB-AC =|AB| . |AC|. cos a

-> -
Or dans le A ABB': |AB'| = |AB|. cos o = AB-AC = |AB'|. |AC|

> o
Et dans le A ACC' : |AC| = |JAC|. cos o. = AB-AC = |AB|. |AC|

Second cas de figure :

- -
AB-AC =|AB] . |AC]|. cos a.
Or dans le A ABB': |AB'| = |AB|. cos (r - o) = - |ABJ. cos o

- -
= AB-AC=-|AB].|AC|

Et dans le A ACC': JAC'| = |AC]J. cos (n - o) = - |AC]. cos a.
-> - c -,
= AB-AC =- |AB| . ]AC]

5.1.3 Vecteurs quelconques.

Lorsque les vecteurs n'ont pas la méme origine, on en déplacera un des deux de maniere qu'ils aient la méme
origine comme l'illustre la figure ci-dessous.
Nous avons alors : D

- = - =
AB-CD=AB-AD; =|AB|. |AD'{=|AB] . |C'D]

(car |C'D'| = |AD"y)

et on retrouve ainsi le produit scalaire exprimé en fonction des
longueurs des projections orthogonales.

5.2 Produit scalaire dans I'espace.

5.2.1 Notions.

Si on translate les vecteurs de I'espace pour obtenir des vecteurs de méme origine, on retrouve une situation de
géométrie plane. La définition du produit scalaire de deux vecteurs de I'espace est donc la méme que celle dans
le plan.

On peut aussi aisément exprimer le produit scalaire en fonction des longueurs des projections orthogonales.

Soitaa>Cet L AB
B>Detp L AB / /
C' = point de percée de AB dans a

D' = point de percée de AB dans 3

C' est la projection orthogonale de C sur AB D
D' est la projection orthogonale de D sur AB c _____—————’—_"_’"
O T |
AB-CD=AB-(CC+C'D'+D'D) - — | AN L.
A (o B D'

e T e
= AB.CC+AB.C'D'+AB.D'D

- > -> >
=0+AB.C'D'+0= AB.C'D'=|AB|.|CD] ° ;

et nous retrouvons comme en géomeétrie plane : le produit scalaire de 2 vecteurs égale le produit de la longueur

d'un des vecteurs (,HS) par la longueur de la projection orthogonale du second sur le premier (C'D") muni du
signe adéquat.
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5.2.2 Propriétés :
- — — — . i .
a) AB.AC = AC - AB : le produit scalaire est commutatif
— - - -
b)rAB:-sAC =rs AB - AC

— — — - — - i . L i
c) AB-(CD +EF)=AB-CD + AB- EF: le produit scalaire est distributif par rapport a la somme de 2 vecteurs.

5.2.3 Applications.
1. Dans le cube ci-contre : D c'

- - -> >
AB-A'C'=A'B-A'C'=|AB|.|AC|. cos45° =a. aﬁ.% =al

2. Dans le cube ABCDA'B'C'D', P est le milieu de DC

-> -
a) Calculer AP-A'B'
b) En déduire la valeur de I'angle entre ces deux droites.

N.B. : l'angle entre 2 droites gauches est I'angle aigu formé par 2 droites secantes paralleles a ces droites.
- - - - G

Ona:a) AP-A'B'=AP-AB=|AB|.|AH|=a. % >

- - - -
b) et aussi AP-A'B'= AP-AB =|AP|.|AB|cos a
2 5a° J5

or |APP= |AHP + [PHJ = aT +d= 2= AP a et |AB= a

- =
= AP-A'B'=|AP|.|A'B|cos a = %a .a.cosa

) ) o o a2 \/g )
En égalant ces 2 valeurs du produit scalaire AP-A'B' nous obtenons : - = 7&1 . C0S 0. = COS 0. =

ol

= o =63,4°

3. Dans le cube ci-contre, P est le milieu de D'B'. D c
Démontrer que AP L D'B' . R

En effet : ﬁzﬁ#%A‘B#%% et DB'=DC'+CB

Il suffit alors d'appliquer la distributivité du produit scalaire par rapport a la somme
de 2 vecteurs et les relations d'orthogonalité entre les arétes du cube pour constater A H B

que AP-D'B'=0=> AP L A'C (cqfd)

5.2.4 EXercices.
1. Dans le cube ABCDA'B'C'D, P est le milieu de D'B'. Démontrer que AP 1. A'C

2. Dans le cube ABCDA'B'C'D' S est le milieu de [B'C'].

Déterminer I'angle aigu formé par les droites BD' et BS sol : = 39,23°
3. Soit le cube ABCDA'B'C'D'

P et Q sont les milieux respectifs de [A'B'] et [B'C']

| est le centre de la face A'B'C'D' et K est le centre de la face BCC'B'

Déterminer les angles formés par

a) BP et BQ sol : 36,86°

b) AC' et AA' sol : 54°44'08"
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c) AC' et CA' sol : 70°31'44"
d) Al et AK sol : 33°33'26"
e) BP et DQ sol : 72,65°
4. Soit P et Q, les milieux respectifs de [AB] et [BC], dans le tétraédre régulier ABCD.

Déterminer les angles entre

a) AQ et BD sol : 73,23°
b) AQ et DP sol : 80,4°
c) PQ et AD sol : 60°

5. Dans le parallélépipéde rectangle ABCDA'B'C'D', |AB| =6 cm, |JAA| =2 cm et |JAD| =3 cm
Si M est le milieu de [AB] et P celui de [C'D"], déterminer I'angle entre EM et BP
sol : 19°45'44"

5.3 Généralisation
1. Définition : la norme d'un vecteur est la racine carrée du produit scalaire de ce vecteur par lui-méme.

2
d —_— — -
|AB||=y AB.AB= VAB
5
La norme d'un vecteur AB est également la longueur du segment [AB].

Eneffet: | AB.AB =,/ AB||AB|.cos0° = |AB|

Un vecteur est dit normé lorsque sa norme vaut un.

- — L —
2. Vecteurs orthogonaux : AB L CD ssi AB - CD =0

— -

—> ~ N
Cas particulier: vV AB: 0 - AB=AB -0 =0

3. Unrepére (0, 1, j,k) est dit orthonormé ssi les vecteurs de base i, j et k sont normés et orthogonaux deux

a deux.

4. Expression du produit scalaire dans un repere orthonormé.

A et B, deux points de coordonnées respectives (as, a,, as) et (by, by, bs) dans le repére orthonormé (0, 1, j, k)

= - ~ - - - . .
alors: OA - OB =(@ai+ayj+az k) (byi+byj+bsk)
:albl?'? +a1b2T']+a1b3T'R+a2b1]'T+a2b2]']+a2b3]'R+a3b1R'T+a3b2 R’]"‘ﬂgbgk'R
=a1b1'1+a1b2'0+a1b3'0+a2b1'0+a2b2'1+a2b3'0+a3b1'O+a3b2'0+a3b3'1
:a1b1+az b2+a3 b3

P ST 37 [[(2 .2 .2
Cas particulier : OA = aj +a; +a; = ||OA |=4a] +a5 +a3

Si, dans un repére orthonormé (0, 7,],R)

— —
les vecteurs OA et OB ont pour composantes respectives (aj, a,, as) et (by, by, bg)

— — — -2 2 2 2
alors: OA - OB =ajb; +a, by, +a3bs et ||OA || = VOA =,a; +a5 +aj3
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5.4 Applications

5.4.1 Angle entre deux vecteurs — distance entre 2 points.
A(2, 1, -3) et B(4, -2, 1). Déterminer l'angle AOB et la distance entre les points A et B

— — P — A A A
On calcule aisément OA - OB =3 = OA - OB cos AOB = 14 - /21 cos AOB = cos AOB = i

7./6

. =
et donc AOB = 79,92° etd(A B) = || AB| =~/29

5.4.2 Théoreme de Pythagore généralisé (AL KASHI)

En trigonométrie nous avons montré que dans un triangle quelconque, nous avons les égalités suivantes :

a?=b?2+c?-2bccosa
b2=a?+c?-2accosp
c?=a’+b?-2abcosy

Les proprietés du produit scalaire nous permettent de démontrer ces égalités tres facilement.
En effet : b? = AC-AC= (AB +BC) (AB + BC) = AB-AB + AB-BC + BC- AB + BC- BC
=c?+2AB-BC+a’=a’+c?+ 2 |AB| |BC| cos (@,ﬁ):az +c? -2accos B

Les 2 autres égalités se démontrent de fagcon semblable

5.5 Exercices
Soit le cube ABCDA'B'C'D'

P et Q sont les milieux respectifs de [A'B'] et [B'C']

Déterminer les angles formés par

a) BP et BQ b) AC'et AA'" ¢)AC'etCA" d)BPetDQsol:
sol : a) 36,86°  b) 54°44'08" c) 70°31'44" d) 72,65°

5.6 Droites orthogonales

Définition : 2 droites sont orthogonales ssi leurs vecteurs directeurs sont orthogonaux.

Exemple : a) Déterminer m sachant que d L d' et d' a pour vecteur directeur m(4,m, -1)

b) Déterminer ensuite les équations paramétriques de d' sachant que d' > A(4, -1, 0)

X=r+3 X=4s+4
d=<y=-2r+5 Solution : a) vecteur directeurded: 11 (1,-2,3) L M = m= % b)d = y:%s—l
Z:3r—1 7Z=-S

5.7 Droites et plans perpendiculaires.

Une droite d est perpendiculaire a o ssi d est orthogonale a toute droite de oo = d est orthogonale a o ssi un

vecteur directeur de d est orthogonal a un vecteur quelconque de o
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X=2r+1
Exemple : déterminer I'équation cartésienne de = comprenant A(1,-2,3) et L d=qy=r-1
zZ=-r+2

Un pointP (X,y,2) e t < AP LV (Vv vecteur directeur de d)

Or: AP (x—1,y+2,z-3)et v (2, 1,-1)

EtnousavonsdoncPen< 2 (X-1)+(y+2)-(z-3)=0

qui nous donne I'équation cartésiennede m:2x+y—-z+3=0

Nous constatons que les coefficients de X, y et z sont les composantes du vecteur directeur de d : v
X=ruy+b

Généralisation : déterminer I'équation cartésienne de = comprenant A(a; ,a, ,a3) et Ld=<y=ru, +b,
Z=rusz+bs

—_— d
Solution : Comme dans lI'exemple ci-dessus, P(X,y,z) e t<> AP L U (ou AP (x-a;,y-a,,z-az)etl
(ug, Uy, U3) vecteur directeur de d) = (X-a)) Uy + (Y-a) Uy + (Z-az) Uz =0
SUX+Uy+UzZ-a U -apUp-a3Uz3=0=uXx+ Uy +uUzz+k=0etnousavons donc

U (U u,u3)lm=ux+u,y+uzz+k=0

Conclusion :
Etantdonnéunplant=ax+by+cz+d=0
Alors : e le vecteur 1 (a, b, c) est orthogonal & r (ou normal a )

e d L < le vecteur directeur de d est multiple de n

Exemple 1: n=2x - 3y + 5z + 12 = 0 Déterminer I'équationde d > A (4,-1,2)etd L =

X=2r+4
Solution:d= Jy=-3r-1
z=5r+2
X=2r-5
Exemple 2 : d =1y = —3r + 7 Déterminer I'équation cartésienne de = comprenant A(1, 4, -3) sit L d
z=r-8

Solution: t=2x-3y+z+13=0

5.8 Plans perpendiculaires.
Définition : 2 plans sont perpendiculaires

ssi I'un d'eux comprend une droite perpendiculaire a l'autre
ou ssi un des plans a un vecteur directeur L a deux vecteurs directeurs qui déterminent I'autre plan
ou ssi un vecteur normal a un des plans est L a un vecteur normal a l'autre plan
Cette derniere considération nous permet plus facilement de déduire une condition pour que deux plans soient

orthogonaux :

n=ax+hy+cz+d=0 et m=ax+by+cz+d =0
Sinet i sont des vecteurs normaux respectivement aux plans = et '

nlne nl i <ad+bb+cc'=0

Exemple :m=2x+3y-52+1=0 etn'=-3x+y-mz+5=0 Déterminer mpourque x L «° Sol:m=

ullw
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6. Distances

P(p1, P2, p3)

6.1 Distance d'un point P a un plan IT
Exemple : t=-x+3y-2z+5=0 P(1, 2, 0) Déterminer la distance de P a =

Par P, on mene une perpendiculaire a . I(is, i, is)

X=-r+1
Equations paramétriques de cette droite : <y = 3r + 2
z=-2r p
prrir=-2 o1 (2 119 4y =api= 24
7 7777 7

Nous allons maintenant envisager cette distance de fagon plus générale.

Soit P (py, po ,p3) etn=ax+by+cz+d=0
X=ar+p;
Considérons ladroiteps>Pet Ln = p=qy=br+p, et{l}=pnn
Z=Cr+p;
Cherchons la coordonnée de | :a(ar +py) +b (br+p,) +c(cr+ps)+d=0
—ap; —bp, —cp; -

d
=r= > —— que l'on noterary = | (ary + py, bry + p,, cry + p3)
a“+b“+c

N
et Pl (ary + py-p1, bry+pr-p,, cri+ps-ps) =(ary, bry, cry)

-
1P = Ja?r? + b2 +¢%r2 = JrZ@% + b2 +¢?) =|r) y/(@% +b? +¢?) =

—ap; —bp, —¢ d
| P1 = BP, p3 |\/(a 2 +b2+¢?). Etnousavons donc

aZ+b?+

|ap; + bp, +cps +d|
Va? +b? +c?
Exemple : Déterminer la distance du point A (1,2, 0)auplant=-x+3y-2z+5=0

|-1+6-0+5 _ 10 5/14
J1+9+4 14 7

d(P, @) =

d(A, m) = =2,6726

6.2 Distance d'un point a une droite.
X—-2y+4=0

et A(-1,20)
z-3x=0

Exemple : Soitd = {

X=r
Cherchons les équations paramétriques de d : <y =41 +2
z=3r

n>Aetnlad=n=x+3y+3z+d=0

1,2,00en=>d=0=>n=x+1y+3z2=0
R4

Cherchons la coordonnéede I :d N ={I}:r+ (5 r+2)+3.3r=0=>r=-4= I(—ﬁ,%,;—lf)

dA d)y=d (A 1) =[[AlL or A3 22 2121 ya gy = (1L _ V1517 9499
4141 41 412 41

Pour calculer la distance entre un point A et une droite d :
- on détermine I'équationdu plan t> Aet Lad
- on recherche d n = {I}
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- distance (A, d)=d (A, )

7. Angles

7.1 Angle de deux droites.
Définition : les angles formés par deux droites sont ceux que forment leurs vecteurs directeurs.

x=2r+1 X=-r-1
Exemple : trouver I'angle aigu formé par les droitesa= Jy=-3r—3 eth=Jy=2r+4
Z=r+2 z=3r-7

Soit M (2, -3, 1) un vecteur directeur de a et i (-1, 2, 3) un vecteur directeur de b.
m.n=|m|.||A].cosa<-5= V14 J14 . cos o <> cos o = I—j:a:110°,9248
= l'angle aigu est B = 180° - o = 69°,0751 = 69° 04'31"

7.2 Angle d'une droite et d'un plan.

Définition : L'angle d'une droite et d'un plan est I'angle aigu déterminé par cette droite et
sa projection orthogonale sur ce plan. En pratique, on calculera I'angle B formé par le
vecteur directeur de d et le vecteur normal au plan. On a alors o =90° -

X=r
Exemple :d=qy=—-3r+3 n=4x+y-2z=8
__1,.3
Z——§r+§

m (1, -%,—%) vecteur directeur de d et 1 (4, 1, -2) un vecteur normal a «t

5 430 5
=m.n=|m|.|nA|lcosp=>=—=—/21 .cosP = cosp = ——=0.1992...
Il ffcos p=- === B=cosp= =

= B =78°5095

= o =90°-78°5095 =11°,490... = 11° 29' 26"

7.3 Angle de deux plans.

Définition : I'angle aigu de deux plans est I'angle aigu forme par leurs vecteurs normaux.

Exemple :a=2x-3y+z=5 etp=-x+2y+3z=14 Déterminer I'angle de o et B

Cherchons I'angle formé par les vecteurs normaux m(2,-3,1)et A (-1, 2, 3)

M. A=||M].[IA].cos0 < -5= 1414 cos® = cos 6= 5 = 0 =110°9248... ou 0" = 180° - 6 =
69°,0751... =69°04'31"

8. Equation cartésienne de la sphére.
La sphére se définit de fagon similaire au cercle :
S={PeE:d(P.C)=reR"}

Soit C (cy, €y, C3) et P (X, Y, 2)

PeSe CP=r

& (X-C)? +(y-C)+ (z-cg)? =1

.P(X, v, 2)

S=(X-c)? +(y-C)’+(z-cg)’=r T

ouencore : X2 +y? + 72 - 2¢; X - 2C,y - 25z +C2 + 5 +ci =12
= une équation du type x* + y* + z° + ax + Py + yz + 8 = 0 est
By

I'équation d'une sphére de centre C(- % o E) et de rayon

(= \/a2+ﬂ2+72—45
2

ssi o + P2+ 92 - 48 >0
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9. Plans bissecteurs, bissectrices, plan médiateur (a partir d'exercices)

9.1 Plans bissecteurs

Déterminer I'équation des plans bissecteurs B; et B, des plans t=2x-y+z-4=0etnt'=x+y-2z+1=0et

montrer que ces plans bissecteurs sont orthogonaux.

|20c—[3+y—4| _|(x+[3—2y +]j
V4+1+1 V1+1+4

S 2X-y+z-4=2(X+y-22+1)=>B;=x-2y+32-5=0 etB,=3x-2z-3=0

Soit m(1, -2, 3) un vecteur normal a By et 1 (3, 0, -1) un vecteur normal a B,. Alors m . i=3+0-3=0et

donc M L A et les plans bissecteurs sont bien orthogonaux.

Sol : soit P(a, B, y) un point du plan bissecteur : d(P, n) =d (P, n') =

9.2 Bissectrices.
Déterminer des équations paramétriques des bissectrices b

X=4r+1 x=1
et b,des droitesd; = <y =2 etd,=<y=-12r+2
z=-3r z="5r

Observons que d; et d, comprennent le point E(1, 2, 0) et
ne sont pas //. On travaille donc dans le plan déterminé par
les sécantes d; et d,

Soit S une sphére de centre (1, 2, 0) et de rayon 1 :
S=(x-1)2+(y-2°+z2 =1

Déterminons la coordonnée des points A, B et C comme
dans la figure.

Coordonnée de A: (4r+1-1)>+ (2-2)*+ (-3r)° =1

o5r=1=r=+1. sir=1 :A(%,Z,%e’)

Coordonnées de B et C: (1-1)°+ (-12r+2-2)*+ (5r)° =1 169 =1 > r=+ L

ir= 1 . 14 5 ir=_1 . 38 5
S|r—1—3.B(1,§,1—3 Slr—'ﬁ-c(llﬁx'ﬁ)
—
: . : 7 20 -1 - 7 -6 -1
SOltMmllleudeAB.M(g,ﬁ,g bl—EM E (g,ﬁ,g
N
. CN(L 32 - - 2 6 =32
et N milieude AC: N(%, 35, %= b, =EN EN (£, &, %=
x=2r+1 x=2r+1
etdoncby= Jy=-£+2 ethy=y=2+2
— 7 __ 3
Z——Er Z——Er

— — — —
Vérifionsb; L b, < EM L EN < EM . EN=0< 2. 2+ 2. £ +35L. 232 =0 et nous avons bien b; L b,

9.3 Plan médiateur
Déterminer I'équation cartésienne du plan médiateur = de AB si A (1, 4, 2) et B (-3, 0, 6)

5
Solution : Soit M le milieu de AB. M(-1, 2, 4) et AB(- 4, -4, 4)
n=-4x-4y+4z+d=0

OrMen=4-8+16+d=0=>d=-12 etn=-4x-4y+4z -12=0

10. Exercices

10.1 Applications directes

1. Déterminer I'équation cartésienne de = 5> A (1, 2, -3) et de vecteurs directeurs : m (3,1, 2) et n (2, -1, 3)

2. Déterminer I'équation cartésienne de 1> A (0,1, 1) B(1,0,1)etC (1,1, 0)
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3. Déterminer les équations paramétriques et cartésiennes de d > A (1, -2, 0) et de vect. dir. M(3, 1, -4)

4, m;y=2X-3y+52-1=0 etm=x-y+z-1=0
Déterminer les équations paramétriques de d = mr; M 7, (préciser les composantes du vecteur directeur et la
coordonnée d'un point de cette droite)

5. soitr=x-y+z-3=0 d; de vecteur directeur (1, 2, 1) et comprenant A(-1, 1, 2)
d, comprend les points B(+1, 1, 2) et C (0, 3, 3)
Déterminer les intersections respectives de ces droites avec «

X—-2y+z2=0 X+y-z+1=0 , .
6. di= 9= Déterminer d; n d,
2X-y+z-1=0 2X-y+2z-1=0
X=r+1 X=—-S+1 Xx=25-1
7. dy=qy=-r+2 dr={y=s-2 d3=<y=-s+2 Déterminerd; nd, etd; mds
z=2r-1 7=2s z=s+1
X=r+1 120
X+y—z+1= _ = _y-z=
8. dy=dy=—r+2 dy= y ds= X—2y+2=0 dy = X—y-z=2
2X-y+2z2-1=0 2Xx-y+z-3=0 3x+y-z=10
z=2r-1
ds = {X_y_z =0 Déterminer les intersections de d, avec dy, ds, d, et ds
3X+y-z=6
9. m=2x+3y+52-2=0 d, de vecteur directeur (1,1, -1) et > (3, 2, 1) d, de vecteur directeur
(3,2, 1) et comprenant (1, 2, -1) et d; de vecteur directeur (4, 9, -7) et comprenant (0, 4, -2)
Examiner les positions relatives de = avec d; , d, et ds ( droite sécante, paralléle ou incluse dans )
10.d; de vecteur directeur (3, 2, -1) et > (1, -2, -3) d, de vecteur directeur (1, 2, -1) et > (4, 2, -1)
ds de vecteur directeur (-3, -2, 1) et > (7, 2, -5) d, de vecteur directeur (-2, -4, 2) et > (4, - 6, -1)

comment sont situées les droites suivantes I'une par rapport a l'autre ? d; etd, ; d; etd,;d,etds; d; etds?
(paralleles, secantes, gauches, confondues)

11.m=2x-3y+z+5=0 m=3Xx-y+22-4=0 m3=-4X+6y-22-10=0
my=6X-2y+4z+5=0
Le plans =, et m, ; m; et 3 ; w, et wy Sont-ils paralléles, sécants, confondus ? (justifier)

12.d; de vecteur directeur (3, 2, -1) et > (0, -1, 3) d, de vecteur directeur (1,2, 7) et > (2, 1, -1)
ds de vecteur directeur (3, -2,5)et>(3,-1,5) d;etd,;d;etds;d,etdssont-elles_ L ? sécantes ?

13.m=2x-3y+2-5=0m=3x-y-92+7=0 my=2x+y+z+3=0
Ces plans sont-ils perpendiculaires ?

14.d>(2,-1,3)etd L n=3x-y+4z-5=0. Déterminer les équations paramétriques et cartésiennes de d

15. Calculer la distance de A(-1,4,2) auplann=3x-4y+z=1

. . 4x+y-5=0
16. Calculer la distance de A(-1, 2, 3)ad =
3X-z-2=0
X=3r-1
17. Déterminer l'angle aigu formé par t=2x +3y +z-18=0avecd= <y=r+3
z=-5r-8
18. Déterminer I'angle aigu des plans =, et w, a)sim=2x+y-z=0etm=x-2y+32-19=0

b)ysim=2x-y+z-4=0etmpy=x+y+2z+1=0
19. Déterminer I'équation cartésienne d'une sphere de centre (1, 2, 3) et de rayon 5

20. Déterminer I'équation de la sphére de centre (2, 1, 3) et tangente au plan t=2x-4y+z-1=0
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21.8) S=x?+y? + 7%+ 2x - 2y + 4z + 2 = 0. Déterminer le centre et le rayon de cette sphére.

Xx=r-1
b) Déterminer la coordonnée des points d'intersection de la droited = {y = 2r +1 avec cette sphére.
z=-3r-2
Solutions :
1. m=x+y+z+2=0
2. m=X+y+z-2=0
Xx=3r+1
y=r-2 {x -3y=7
3 =274 eq. cart. 2+4y+8=0
4, d >(2,1,0)etdevectdir: (2,3,1)
5. dlllnetdzmn:P(%,O, 3)
6. dlnd2=: les droites sont gauches.
7. dynd,=: les droites sont gauches. d; md3 =P(3, 0, 3): droites sécantes.

8. d; et d, sont gauches, d;et ds; sont sécantes au point (%ggj , dy et dg sont paralléles, d; = ds

9. a)diin b) =P (4,218 ¢) dyc
10. d.et d,gauches d.et dsconfondues dqet dssécantes : d; N ds,=P (% 3, —1—21)

d.et d, sont // distinctes : d; N dy= O

—_5,,17
X=—2r+3
11. metm,sontsécants:my Nmy=d=<y= —% + % 7y = maet moll ma(modistinct de my)
zZ=r
12. d, Ld,etd, etd, gauches, d;Ldsetd; nds=P (% 0, %) d, et d; non L et gauches.
13. myLlm my pas L w3 et mypas L 3
X=3r+2
. X+3y+1=0
14. d=<y=-r-1 eq cartésiennes :
z+4y+1=0
z=4r+3
. V2106 9426
15. distance = =—
13 13
16. distance =3
17. 10,41°
18. a) 70,89° b) 60°

19. S=(x-1)°+(y-2°+(z-3)° =25 =X’ +y*+7°-2x-4y-62-11=0

2 2 2 4
20, (=2 + (y~ 1)+ (2-3)'=

21. a)C(-1,1,-2) r=2 Intersection: (\/g—l, 2\/g+l, —3\/2—2)%(—\/;—1, —2\@ +1, 3@—2)
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10.2 Exercices de synthese

10.

Calculer la distance entre les plans ; m; =2x-y+z-1=0 etmy=2x-y+z-5=0

Soit nt de vecteurs directeurs U (2, -1, 1) et v (0, 1, 1) et comprenant le point A(1, -1, 0). Déterminer les
équations paramétriques de la droite d L a = et comprenant le point B(1, 0, 1)

a=3x-y+z=1 B=2x-z-4=0 i=anp yLlaetylP
a) Déterminer les équations paramétriques de i

b) Déterminer I'équation cartésienne de y sachant que y> (- 1, 2, 1)

c) Déterminer l'angle aigu de a. et

x—3y=3

un angle de 30°
y+z=1

Déterminer m pour que le plan © = 2x-y+mz=1 forme avec la droite d = {
A(1,-1,2) B(2,1,0)etC(4,-1,-1)

a) Vérifier que le triangle ABC est rectangle isocéle de sommet B

b) Déterminer les coordonnées de D pour que la figure ABCD soit un carré.

c) Déterminer les coordonnées de A', B', C' et D' pour que le solide ABCDA'B'C'D' soit un cube.

Déterminer I'équation cartésienne de r sachant que la perpendiculaire a = passant par Q(3,4,5) rencontre & au
point R(2, 1, 0)

Déterminer aetb sachantque n L ' et m//oysin=X+ay+bz=2etn'=x+y+z=4
X=r+1 X=—-S+1
a) Déterminer la perpendiculaire commune aux droites ;: d; = <y=-r+2 et d={y=s-2
z=2r-1 z7=2s

b) Préciser les points d'intersection de cette perpendiculaire avec d,et d,
¢) Calculer la distance entre d; et d,

X=2k+7 3 3725
X—Yy+3z=
di=qy=k+1 dzz{ y
5X+y+z=3
z=3k+9

Déterminer les équations paramétriques et cartésienne du plan = comprenant la droite d; et parallele a la
droite d,

m=X—-ay+z=2 m=X+ty—-az=2 m3=X-y+z=0
Déterminer les positions relatives de ces 3 plans en utilisant la méthode de discussions de systemes
d'équations.

Solutions :
X=1-r X=r
1)5\/6 2) Jy=-r 3)a)i={y=5r-5 b)y=x+5y+2z-11=0  c)47,61°
z=1+r z7=2r—4
4, m:60_1— “73515 5) a)||AB|/=||BC||=3et ABLBC b)D (3, -3, 1)
C)A'(3,0,4) B'(422) C' (6,0, 1) etD' (5, -2, 3)
OUA"(-1,-2,0) B"(0,0,-2)  C"(2,-2,-3) etD"(1,-4,-1)
6. m=x+3y+5z-5=0 7)a=0,b=-1
x=2-2r
8 @) AB=iy=f-2r b)A(%.33) edietB (1 -5.3) ed.  Od(did)= 242
z=3
9. m=x+y-z+1=0

10.

Sia=1: systéme impossible : rt; // 73 et w, coupe chacun des deux autres.
Sia=-1:systéme indéterminé : m; = m, et 3 Sécant aux deux autres selon la droite d > (1, 1, 0) et de vecteur
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directeur v (-1,0, 1)

Siazt1: T M T M T3 = {(0,__21__2)}
a

11. Les essentiels.

11.1 Geénéralités
Soient A et B, deux points du plan de coordonnées respectives (a;,a,) et

(blle)
- S>> o

— -
Relation de Chasles: OA+AB= OB < AB=0B-0A
- — —
= composantes de AB = composantes de OB - composantes de OA

5
ou encore : composantes de AB = "extrémité" — "origine"

11.2 Equations d'un plan

7> A(ay, ay, a3) et de vecteurs directeurs tetv
i . —> — - —>
Equation vectorielle : P € 1< OP= OA+ AP = OA+ 1t + sV

X =a; + Uy +sv,
Equations parametriques : m =<y = a, + ru, +sv,
Z:a3 +I‘U3 +SV3

X—a; U Vy
Equation cartésienne : ly—a, u, V,|=0

zZ—a; Uz Vg
On obtient une équation de laforme ax + by +cz+d =0

Remarque : 7 > 3 points distincts non alignés A, B et C< nt > A et a comme

- - -
vecteurs directeurs les vecteurs ABet AC (ou =t > B et a comme vecteurs directeurs BA et

11.3 Equations d'une droite.
d > A et de vecteur directeur U

— — - —
Equation vectorielle : P € d & OP= OA+ AP = OA+ru
X=a;+Iu;
Equations parametriques : d =1y = a, +ru,
Z=a5+ Uz

Equation cartésienne : On détermine I' équation cartésienne de d en éliminant le parametre
entre les équations paramétriques, et on obtient alors deux équations linéaires en x, y, z qui

sont les équations cartésiennes de deux plans dont l'intersection est d.

5
Remarque : d > 2 points distincts A et B < d > A et de vecteur directeur AB

(ousBet...)
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11.4 Intersections de droites et de plans. Parallélisme.
On étudiera les systemes formés par les droites et les plans considérés en interprétant les résultats obtenus.

Plans paralléles

n=ax+by+cz+d=0 nm=ax+by+cz+d =0
nllt<3IkeRy:(a,b,¢c)=k(@,b,c)

«  Les deux plans seront paralléles confondus si de plus d = kd'
« lls seront paralléles distincts si d = kd'

Droites paralléles.

Deux droites sont paralléles < leurs vecteurs directeurs sont multiples I'un de l'autre.

La recherche de I'intersection de 2 droites se fait le plus aisément lorsque les droites sont données I'une (d,) par
ses équations paramétriques et l'autre (d,) par ses équations cartésiennes. En remplagant la valeur des
coordonnées d'un point courant de d; dans les équations de d, on obtient un systéme de 2 équations a une
inconnue (le paramétre).

Si ce systéme est impossible, les droites sont paralléles ou gauches selon que leurs vecteurs directeurs sont
paralléles ou non.

Si ce systéme admet une solution unique, les droites sont secantes (et on obtient les coordonnées du point
d'intersection en remplagant le paramétre par sa valeur dans les équations paramétriques de d,).

Et enfin, si ce systéme est indéterminé, les 2 droites sont confondues.

Droites et plans paralléles

Pour déterminer l'intersection d'une droite et d'un plan, on recherchera d'abord les équations paramétriques de d
et I'équation cartésienne de . On exprimera alors qu'un point de d doit vérifier I'équation de =, ce qui nous
donnera une équation du premier degré en r (parameétre de d). La droite perce le plan, lui est parallele ou y est
incluse selon que I'équation obtenue admet une solution unique, est impossible ou indéterminée.

Remarques :
«  L'équation cartésienne d'un plan paralléle a I'un des axes de coordonnées ne comprend pas la variable

correspondante.
«  L'équation cartésienne d'un plan paralléle a I'un des plans de coordonnées ne comprend qu'une variable :
celle qui correspond a l'axe sécant au plan

11.5 Orthogonalité.

- o
Le produit scalaire : AB-AC=|AB|.|AC|. cos a

Propriétés :
1. Le produit scalaire de deux vecteurs vaut le produit de la longueur de I'un d'eux par la projection orthogonale
de l'autre sur le premier.

— - - -
2. a)AB.AC=AC-A
- - — -
b)rAB-sAC =rs AB - AC
- - — — - - —
c) AB - (CD+EF)= AB - CD + AB - EF
- - 2
3. Lanorme d'un vecteur notée || AB||= VAB =|AB]
Un vecteur est dit normé lorsque sa norme vaut un.

— - - —
4. Vecteurs orthogonaux: AB L CD < AB - CD =0
5. Unrepére (0, i, ],k) est dit orthonormé <> les vecteurs de base i, j et k sont normés et orthogonaux 2 a 2

6. Soit dans un repere orthonormé (0, T,],R) les vecteurs OA (ay, a,, az) et OB (by, by, by)

— — — - 2 2 2 2
alors: OA - OB =ab; +a, b, + a3 b; et |OA || = VOA =,a; +a5 +aj3

Droites orthogonales
2 droites sont orthogonales < leurs vecteurs directeurs sont orthogonaux < le produit scalaire de ceux-ci = 0.
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Droites et plans perpendiculaires.

Etantdonnéunplant=ax+by+cz+d=0

Alors : e le vecteur i (a, b, ¢) est orthogonal a = (ou normal a )
e d | n < le vecteur directeur de d est multiple de i

Plans perpendiculaires.
nln'< AL Aol et A’ sontdes vecteurs normaux respectivementa wet ' <> aa' +bb'+cc'=0

11.6 Distances

Distance d'un point P a un plan «

|ap1 +bp, +cps + d| P(py, P2, Ps)

Va? +b? +c?
On peut aussi mener la perpendiculaire a = comprenant le point P et rechercher ensuite le
point d'intersection de cette droite avec « : I. d(P, m) = d(P, I)

Soit P (py, po ps3) etr=ax+by+cz+d=0:d(P, n) =

1(iy, i, i)

Distance d'un point P & une droite d.

On détermine I'équation duplant>Pet L d

On cherche ensuite le point d'intersection | de ce plan avec la droite d :
d(P,d) =d(P, I)

11.7 Angles

Pour déterminer I'angle o formé par deux vecteurs, on calcule le produit scalaire entre ces vecteurs d’une part &
partir de la définition (produit des normes par le cosinus de I'angle entre les vecteurs) et d’autre part en exprimant
le produit scalaire dans une base orthonormée. En égalant ces deux expressions, on obtient une équation qui
nous permet de déterminer le cos o et par conséquent la valeur de o

Angle de deux droites.
Les angles formés par deux droites sont ceux que forment leurs vecteurs directeurs.

Angle d'une droite et d'un plan.

L'angle o d'une droite et d'un plan est I'angle aigu déterminé par cette droite et sa
projection orthogonale sur ce plan. En pratique, on calculera I'angle g formé par le
vecteur directeur de d et le vecteur normal au plan. On a alors o =90° -

Angle de deux plans.
L'angle aigu de deux plans est I'angle aigu formé par leurs vecteurs normaux.
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