VIII. Les coniques (1)
Cercles — Ellipses - Hyperboles.

1 Introduction

Le terme conique désigne toutes les courbes telles que cercles, ellipses, hyperboles, paraboles. Pourquoi avoir
groupé toutes ces courbes parfois si différentes sous un méme nom ? Quel lien avec le cone ?

C'est ce que nous allons envisager dans ce chapitre en les étudiant séparément d'abord, et en cherchant leurs
caractéristiques communes ensuite.

L'étude de ces courbes est particulierement intéressante vu leurs nombreuses applications pratiques :

a) Les mouvements célestes sont toujours des trajectoires ellipsoidales, paraboliques ou hyperboliques. (de
méme que celles des satellites artificiels...)

b) Le télescope, les antennes paraboliques, les projecteurs, les phares de voiture sont des utilisations de la
propriété de réflexion de la parabole.

2 Rappel : Le cercle.
Le cercle fait partie des coniques : il est I'intersection d'un c6ne avec un plan perpendiculaire a son axe.

2.1 Equation du cercle
P e Cercle de centre C(cy,C,) ssi [PCl=r <> \AXZ + Ay? = 1

En élevant au carré les 2 membres : AX® + Ay? = 1? P(x.y)

Et nous obtenons :

[(x-c1)’+ (y-c)° =1]

I’équation d’un cercle de centre C(cy,Cy) et de rayonr.

En développant cette équation, nous obtenons :
X2 4y - 20X - 26y + 2+ c2 =17

Nous avons ainsi une équation du deuxiéme degré en x, y qui n'a pas de terme en xy et dont les termes en x?et en
y? ont méme coefficient.

Réciproguement si nous considérons une équation du deuxiéme degré en X, y sans terme en en xy et dont les
termes en x? et en y? ont méme coefficient, nous allons voir a quelle condition cette équation est celle d'un
cercle.

Soit x>+ y*+px+qy+k=0
2

R N R R A SR O R

Si p? + g° - 4k > 0 alors cette équation est celle d'un cercle dont le centre a pour coordonnée ( - g— g) et dont le

P2+ 4k
rayon est

2

Dans le cas contraire, aucun point du plan n'a des coordonnées qui vérifient cette équation.

2.2 Application.

a) Déterminer le centre et le rayon du cercle d'équation x* + y*-x +y-1=0
b) Déterminer I'intersection de ce cercleavecd =x +2y +2 =0
c(t L = \1+1+d _ A6
a)sol.C(z,-2> r=3s==Y
X+2y+2=0

b) Nous allons résoudre le systeme formé par les équations de la droite et du cercle :{ X2ty x+y—1=0
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De la premiére équation nous tirons : x = - 2y - 2. Remplagons dans la seconde équation :
(-2y-2)2+y* -(2y-2)+y-1=04y*+8y+4+y? +2y+y+2-1=05y°+ 11y +5=0
SVESI RN 17421

10 5

=>y=
Nous avons ainsi 2 points d'intersection : (-0,71, - 0,64) et (1,11, - 1,55). Ces solutions peuvent facilement étre
vérifiées graphiquement.

Remarque.

Dans ce type d'application, 3 situations sont possibles :

e 2 solutions : d N C =2 points : la droite est sécante au cercle.

e 1solution:d n C=1point: ladroite est tangente au cercle

e 0solution:d n C = : ladroite ne coupe pas le cercle.

2.3 Exercices

1. Quelle est I'¢quation du cercle de centre C(2, 3) etde rayonr=57?
2. Quelle est I'équation du cercle de diamétre PQ ou P (-2, 2) et Q (4, 6)

3. Déterminez le centre et le rayon des cercles d'équation :
a) x> +y*+2x-6y=0
b) 2x? + 2y* - 6x + 16 y - 100 = 0
)X2+y?-x+y+3=0
d) 9x? - 25y? - 36x + 50y - 161 = 0
Représentez ces cercles si possible.

4. Déterminez I'équation cartésienne du cercle de centre (0, 2) tangent a ladroited=x-2y-2=0

5. Déterminez les équations des tangentes au cercle C = x* + y? - 36 = 0 faisant un angle de 60° avec la partie
positive de I'axe des abscisses.

6. Sous quelle condition, I'équation 2mx? + (1 - m)y? - x + 2my + m = 0 est-elle I'équation d'un cercle ?
Donnez son centre et son rayon.

7. Quelle est I'équation du diamétre du cercle C=x*+y* + 4x -6y -12=0quiest Lad=5x+2y-13=0

8. Etant donné I'équation x>+ y?- 2x + 4y + k = 0. Déterminer la valeur de k pour que
a) Cette équation soit celle d'un cercle.
b) Ce cercle comprenne le point P(3, 4)
c) Ce cercle ait 4 comme rayon
d) Ce cercle soit tangent a I'axe des abscisses
e) Ce cercle soit tangent & la droite d =y = x

9. Déterminez I'équation du cercle déterminé par les 3 points A, B, C si
a) A(0,0) B(3,3) C(4, -4) b) A(1, -1) B(3, 3) et C(5, 1)

3 L'ellipse

3.1 Ou rencontrer l'ellipse ?

Les situations proposées ci-dessous donnent lieu a des courbes "ovales". sont-elles des ellipses ? Comment
caractériser de telles courbes?

Exemples :

1. Pour tracer des parterres de fleurs dans les jardins, le jardinier plante
deux piquets (F et F') dans le sol, puis place autour de ces piquets
une corde nouée en boucle. Il tend la corde & l'aide d'un troisiéme
piquet et utilise ce dernier piquet pour tracer une courbe au sol en
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tournant autour des deux premiers en veillant a ce que la corde demeure toujours tendue. 1l obtient ainsi une
courbe "ovale"

2. Lasection d'un cylindre droit par un plan donne une courbe fermée ressemblant a la précédente.

3. Lasection d'un cone circulaire par un plan donne une courbe ovale ressemblant aux courbes précédentes

4. Sion regarde I'ombre d'une balle sphérique produite par le soleil, le contour extérieur est une courbe qui
semble du méme type.

5. On dispose d'une plaque plane et d'une lampe halogéne. Si on regarde I'ombre de la méme balle sphérique
sur cette plaque, le contour de cette ombre ressemble parfois aux courbes ovales obtenues précédemment.

6. On découpe un disque dans une feuille de papier en marquant bien son centre O. On choisit un point
quelconque A et on répéte un grand nombre de fois la manceuvre suivante : "ramener un point du bord du
disque sur le point A et marquer la pliure." Toutes les pliures ainsi obtenues forment I'enveloppe d'une
courbe ovale.

7. Considérons un cercle et I'un de ses diametres. Lorsqu'on comprime ce cercle dans un rapport k
perpendiculairement au diametre fixé, on obtient encore une courbe "ovale".

8. Considérons deux droites perpendiculaires a et b et le point O de leur intersection. Considérons deux points
C, et C, de la droite a, symétriques par rapport au point O, et deux points C; et C, de la droite b également
symétriques par rapport a O. Tragons quatre arcs de cercles:

- I'arc de cercle de centre C3, passant par C, ,entre les droites C; C, et C3 C;

- I'arc de cercle de centre C, ,passant par C; entre les droites C, C, et C4 C,

- I'arc de cercle de centre C, entre les droites C; Cs et C; C4 complétant les deux premiers arcs
- I'arc de cercle de centre C, entre les droites C, Cs et C, C4 complétant les deux premiers arcs
Nous obtenons un ovale qui par sa forme rappelle les courbes précédentes.

3.2 Définition
Dans le premier exemple, on peut facilement déduire une propriété des points situés sur I’"ovale" obtenu par le

jardinier. En effet, tous ces points sont tels que la somme de leurs distances aux deux piquets fixes est une
constante : la longueur de la ficelle. Cette caractéristique va étre la base de la définition de I'ellipse :

L'ellipse est le lieu géométrique des points du plan dont la somme des distances & 2 points fixes est une constante
(supérieure a la distance entre les 2 points fixes).

Les 2 points fixes sont appelés foyers de I'ellipse et sont notés F et F'
La distance entre les 2 points fixes (2c) est appelée distance focale.

La somme des distances d'un point de I'ellipse aux foyers est notée 2a
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3.3 Méthode construction

. . . Cemmm—— 4= 4
On peut construire I'ellipse par points de T STl “ty
facon précise. ~
a) Tracer C(F, R;) 0<R;<?2aet
C'(F',R,)telsque R, =2a-R;

b) les points d’intersection de C et C 'sont -
des points de I'ellipse car

d(PF)+d(P,F)=Ri+ R, =2a ‘

En recommencant avec différentes valeurs \\

de Ry, on obtient une série de points qu'il '

suffit de relier.

Dans le graphique ci-contre :

a=25b=15c=2R; =3¢t R;=2

Remarque : Les rayons choisis ne sont pas totalement quelconques: ils ont une valeur minimale et une valeur
maximale : soit r la valeur minimale et R la valeur maximale.

Ona:R=2a-r(carR+r=2a)etR-r=2c (lorsque le grand cercle et le petit cercle sont tangents)
= 2a-r-r=2c<2a-2c=2r<a-c=retdoncR=2a-a+c=a+c=a-c<rayons<a-+c.

ex:siza=8cm 2c=6cm=1cm<rayons<7cm

3.4 Construction dynamique : utilisation de géogébra

*  Tracer un segment [AB] (longueur de [AB] = longueur du grand axe de ’ellipse)

e  Placer un point C sur ce segment

e Tracer autre segment [DE] tel que DE < AB (DE = la distance focale)

*  Tracer les cercles de centre D et de rayon = distance [A,C] et de centre E et rayon = distance [C,B]

e Utiliser lI'outil "points sur 2 objets" : les deux cercles

e Activer la trace de ces points (clic droit sur le point puis trace activée) et déplacer le point C sur le segment
[A,B] (ou utiliser I'outil "lieu™” des points d'intersection lorsque C parcourt le segment [A,B]

e Facultatif : menu « éditer », « propriétés » : renommer les foyers F et F' par exemple.

Visualisation de la méthode : http://www.geogebratube.org/material/show/id/43481

3.5 Les formes du point 3.1 sont-elles des ellipses ?

Dans le point 3.1, nous avons donné une série d'exemples de situations donnant lieu a des courbes "ovales".
Nous allons maintenant analyser ces situations afin de déterminer dans quels cas, il s'agit d'une ellipse.

3.5.1 Lacourbe du jardinier

La premiére courbe obtenue est bien évidemment une ellipse, puisque la construction du jardinier a servi de base
a la définition de I'ellipse.

3.5.2 Lasection d'un cylindre droit par un plan.

a) Définition : deux cercles sont paralléles ssi ils sont inclus dans des plans paralleles (donc ssi 2 diameétres
sécants de l'un sont paralléles au plan de I'autre)

b) Rappel et prolongement : dans le plan, nous savons que si d'un point extérieur a un cercle, nous tragons les 2

tangentes au cercle issues de ce point, les longueurs des segments compris entre ce point et les points de contact
sont égales. De méme : toutes les tangentes a une sphére issues d'un point extérieur a celle-ci forment un céne.

La longueur du segment compris entre ce point et n'importe quel point de contact est constante.
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¢) Démonstration
Inscrivons dans le cylindre deux sphéres tangentes au plan de section et situées de part et
d'autre de celui-ci Nous avons :

- FetF'les points de contact de ces sphéres avec le plan de section.

- Cet C'les cercles formés par les points de contact de ces deux sphéres avec le cylindre.
cihc

- P un point de la section.

Y
- SetS'les points d'intersection de la génératrice du cylindre comprenant le point P avec ///;%;%%//

les cercles C et C' <

Nous avons : |PF| = |PS| (Segments issus d'un point P et tangents a une méme sphére.)

De méme, ona:|PF'|=|PS'|
= |PF|+|PF|=|PS|+|PS'|=|SS'|

Qui exprime que la somme des distances du point P aux points F et F' est une constante
égale a la distance entre les "équateurs " des deux spheres : | SS'|

La section est donc une ellipse de foyers F et F' et de grand axe = |SS|

3.5.3 Lasection d'un c6ne par un plan

Théoréme de Dandelin et Quételet (1° partie)
La section d'un cone par un plan qui coupe toutes les génératrices d'une nappe du cone est une
ellipse.

La démonstration qui suit est donnée pour information.

Comme pour le cylindre, nous inscrivons 2 spheres dans le céne :
I'une (la petite sphére) au-dessus du plan de section et l'autre (la
grosse sphere) en dessous de celui-ci.

Soient

e FetF' les points de contact de ces sphéres avec le plan de
section.

e CetC'les cercles formés par les points de contact de ces
deux sphéres avec le cone.

e P un point de la section.

e SetS'les points d'intersection de la génératrice du céne
comprenant le point P avec les cercles C et C'

La démonstration est alors tout a fait semblable a celle que nous
avons faite pour le cas du cylindre :

| PF|=|PS| (car ce sont deux segments tangents a une méme
sphére et issus d'un méme point P.)
De méme : |PF'|=|PS'|= |PF|+|PF'|=|PS|+|PS'|=|SS'|

Qui exprime que la somme des distances du point P aux points F
et F' est une constante égale a la longueur du segment de la
génératrice du cone compris entre les deux cercles C et C': [SS|

= La section est donc une ellipse de foyers F et F' et de grand axe
= ]88’
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3.5.4 L'ombre d'une balle sphérique éclairée par le soleil, sur une surface plane

On peut considérer cette situation comme celle de la section plane d'un
cylindre droit. En effet, les rayons solaires "tangents" a la sphére
forment un cylindre imaginaire et la plague joue le réle d'un plan qui
coupe ce cylindre.

3.5.5 L'ombre d'une balle sphérique éclairée par une lampe halogene sur une surface plane.

On peut considérer cette situation comme celle de la section
plane d'un cbne droit. En effet, les rayons lumineux "tangents"
a la sphere forment un c6ne imaginaire et la plague joue le role
d'un plan qui coupe ce cone.

3.5.6 Le pliage du disque

Considérons un cercle de rayon r, de centre O et un point A intérieur au
cercle. En ramenant des points du bord du disque sur le point A, nous
constatons que les pliures successives forment I'enveloppe d'une courbe
ovale.

Dans le schéma ci-contre les médiatrices des segments reliant les points du
cercle au point A représentent les différentes pliures.

L'observation de la courbe obtenue nous suggere qu'il s'agit d'une ellipse
dont les foyers seraient les points 0 et A. Vérifions-le.

Sur le second schéma, P est un point quelconque du bord du disque. La droite m représente I'une des pliures. m
est donc la médiatrice du segment [PA]. Montrons que toutes les médiatrices

obtenues en déplagant le point P sur le cercle sont tangentes & une méme ellipse

de foyers 0 et A et de grand axe r P

a) Montrons que m comprend un point de I'ellipse.
Soit{P}=0Pm

Nous avons:|OP'|+|P'A|=|OP'|+|PP|=r(car |P'A|=|PP|carP' e
médiatrice de [AP])et donc la somme des distances du point P' aux points A et
O est une constante r. Ce point P' appartient donc a une ellipse de foyers A et
O et de grand axe égal ar.

b) Montrons gue m ne comprend aucun autre point de cette ellipse.
En effet, Vv M € m et M = P', montrons que M ¢ ellipse décrite ci-dessus.

Nous avons : |[MO |+ | MA |=|MO |+|MP |>]|OP | =r (le grand axe); la derniére inégalité est justifiée par
I'inégalité triangulaire dans le triangle MOP (chaque c6té d'un triangle est inférieur a la somme des deux autres.)

= m est bien tangente a I'ellipse de foyers O et A et de grand axe r
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3.5.7 Conséquences
A Nouvelle méthode de construction d'une ellipse : la méthode du cercle directeur.

Apreés avoir fixé les deux foyers et la longueur du grand axe 2a, on considére le
cercle de rayon 2a centré en F.

Soit Q un point de ce cercle.

On obtient un point P de I'ellipse a l'intersection du segment [FQ] avec la médiatrice
de [F'Q].

L'ellipse de foyers F et F ' et de grand axe 2a est donc le lieu du point P lorsque Q
parcourt le cercle de centre F et de rayon 2a. Ce cercle est appelé cercle directeur de I'ellipse.

B Utilisation de Géogébra pour réaliser cette construction en dynamigue :

e Tracer un cercle (de centre A et comprenant B), placer un point C sur ce cercle et un point D a l'intérieur du
cercle.

e Tracer la médiatrice du segment joignant le point intérieur au cercle (D) et le point sur le cercle (C)

e Tracer la droite comprenant le centre du cercle (A) et le point sur le cercle (C)

e Utiliser I'outil "point sur 2 objets": les deux droites puis activer la trace de ce point.

*  Déplacer le point C sur le cercle (ou choisir le lieu des points d'intersection lorsque C se déplace sur le
cercle)

e Facultatif : menu « éditer », « propriétés » : supprimer les étiquettes des différents objets et renommer les
foyers F et F' par exemple.

Visualisation de la méthode : http://www.geogebratube.org/material/show/id/43482

C. Construction de la tangente a une ellipse en un point de celle-ci
Soit une ellipse de foyers F et F' et de grand axe 2a

Pour construire la tangente a cette ellipse au point P
- Ontrace le cercle de centre F et de rayon 2a.
- Ondétermine le point Q, intersection du cercle avec la droite FP

- Latangente a I'ellipse au point P est la médiatrice de [F 'Q]

3.5.8 Lacompression du cercle.

Une compression du plan perpendiculairement a une direction d et de rapport k
notée Comp. (d, k) est une transformation du plan telle que VA e « :

Comp.(A) = A’ avec AA'  d ={S}<:>AA'J_detJI2—'2|l= K A

Pour vérifier que la compression du cercle est une ellipse, nous allons d'abord chercher

quelle condition doivent vérifier les coordonnées des points du plan pour appartenir a S
une ellipse et ensuite vérifier que les points d'un cercle comprimé vérifient bien cette
condition.

Nous procéderons de méme pour la construction a partir d'arcs de cercle.

3.6 Equation cartésienne de l'ellipse

Nous allons maintenant exprimer la condition a vérifier par les coordonnées d'un point pour qu'il appartienne a
I'ellipse

Nous choisissons un repére orthonormé. En tenant compte des symétries

du lieu, on prendra comme centre du repeére, le milieu du segment joignant P()f’}f)

les deux foyers, I'axe des abscisses étant la droite comprenant ces foyers. c

P(x,y) e Essid (P,F) +d (P,F") =2a . - >
(xy) (PF)+d(PF) s Fic0

e+ +y +f(x—c)’ +y'=2a
=N (,l(x+c)2 +y2)2 =(2a—,/(x—c)2 +y? )2
o x+e)2+y?=4a2+ (x- )2 +y? - da[(x—c)P + y?
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o X+ 20X + ¢+ y? = 4al+ X2 - 2ex + c2 + Y2 - dan[(x — c)7 + y?
o 4ex - 4a% = - dan[(x— )P + y?

oox-a?=-a\(x—c) +y

& (cx-a? )’ =a’ ((x-)* +y*)

o c?x2+at-2ca? x = a%(x% - 2cx + 2 + yP)
o?xP+at-2caix=a’x? -2ca’x +a’c’ +aly? POb)
o @-c?)x+aly?=at-a’c?

P (aZ _ C2 ) X2 + a2y2 - a‘2(6‘2 _ C2)

En posant a’ - ¢* = b* (cara® > c?) : Fee0) O F0)

2 2
X .
<:>b2x2+a2y2:a2b2<:>az+%z:1oua>c,a2-02:bzetdonca2>b2

Remarques : a

Graphiquement, nous voyons facilement : b

2c est la distance entre les 2 foyers et est appelée distance focale.

2a est la longueur du grand axe de I'ellipse. c

2b est la longueur du petit axe de I'ellipse. (par le théoréme de Pythagore dans le triangle OPF lorsque P est sur
I'axe des ordonnées)

3.7 Terminologie
Le centre de I'ellipse est le milieu de [FF ']

FF ' est appelé axe focal ou grand axe. ¥

0.b)
Le petit axe ou axe non focal est la médiatrice de [FF '] ﬁ %
. . T (-a,0 c (a,0)
Les sommets sont les intersections de I'ellipse avec ses axes o0 POV
Longueur du grand axe = la distance entre les sommets de I'axe focal : | S;S;|= 2a

Longueur du petit axe est la distance entre les sommets de I'axe non focal: | S, S, |= 2b ©-b)

3.8 Remarques

1. Lesaxes de E sont des axes de symétrie. O est un centre de symétrie.
Le cercle est en fait un cas particulier de I'ellipse lorsque a® = b® : dans ce cas les 2 foyers sont confondus et
deviennent centre du cercle.

2 2
2. Une ellipse d'équation gz + %z =1 est également la réunion des graphes de 2 fonctions.

2
En effet, I'équation ci-dessus équivaut aa’y’ =a’b® - b’ x> < y? = %z (@ -x3

Et donc nous pouvons associer deux fonctions a cette équation :
f (x)=2\/az—x2 et f, (x)=-g\/a2—x2

Une étude systématique de ces deux fonctions nous permettrait de retrouver le graphe de I'ellipse et toutes
ses caractéristiques.

3. Siles foyers de I'ellipse sont sur l'axe des y, 2b représentant 0.0
cette fois la somme des distances aux foyers, I'équation reste : b

XZ 2
az+)k;7zloub>c,b2-02:az et donc b% > a° (-20)

(0,-b)

En pratique : Pour reconnaitre a quel type d'ellipse on a affaire , il suffit de comparer les valeursde aetb :
sia>Db, alors on a une ellipse d'axe focal horizontal
sia<b, alors on a une ellipse d'axe focal vertical.
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3.9 Exercices.

1. Déterminer les équations cartésiennes des ellipses suivantes (les foyers e axe des Xx).
Tracer ces ellipses et déterminer les coordonnées de leurs foyers.
a)a=3etc=2

b)a:5zéetc:3§

Reprendre ensuite le probléme lorsque les foyers appartiennent a I'axe des y.

2. Soient les ellipses dont les équations suivent.
Déterminer les coordonnées des foyers, des sommets, la distance focale, la longueur des axes de ces ellipses
et la représenter.

2 2 2 2
XY XY _ ay2 2 _
El—25+l6. 1 E2_ 9+25 1 E3—6X +2y 3
E,=25x*+ 16y* = 100 Es=9x°+ 4y’ -6=0 Eo=3z+5=1

3. Déterminer I'équation de I'ellipse d'axes ox et oy, de centre 0, dont la longueur du petit axe vaut 8 et la
distance focale égale 10. (le grand axe est sur I'axe des ordonnées)

4. Donner une équation cartésienne des ellipses dont on sait que le centre est O(0,0) et que les foyers sont sur
I'axe des y (sauf pour I'ellipse d ou ils sont sur I'axe des x). Pour chacune de ces ellipses, on donne en plus :
a) longueur du petit axe : 12; longueur du grand axe : 18
b) longueur du grand axe : 16; distance focale : 12
c) longueur du grand axe : 32; un point de coordonnées (1, 2)

d) deux points (1,3@) et(\2, BZQ)
e) un foyer F(0, 4) et un point P(3, 2)

3.10 La compression du cercle
Revenons maintenant au cas de la compression du cercle.

Nous envisagerons le cas du cercle centré & I'origine et comprimé perpendiculairement a I'axe des abscisses.

Soit P(x, y) ayant pour image le point P' (X', y') tel que : X' = X et y' = ky.
Si P(x, y) e cercle de centre O et de rayon r, il vérifie I'équation de celui-ci

<:>x2+y2=r2 P

1 P‘
En exprimant x et y en fonction de X' et y', nous obtenons : x = x' ety = )IIZ /
12 2 12
L'équation du cercle devient alors : x + %;: e X?; + —ryqz =1 \
e Sik<1,ils'agit de I'6quation d'une ellipse dont les foyers, sur I'axe des

abscisses, ont pour coordonnées respectives : (-r \/1—k2 ,0)et(r \/1-k2 ,0)

e Sik>1, il s'agit de I'¢quation d'une ellipse dont les foyers, sur I'axe des

ordonnées, ont pour coordonnées : (O, -r \/kz- 1)et(0, r\/k2 -1)
On a alors une élongation.

3.11 La construction a partir d'arcs de cercle.

La méthode de construction montre directement que cette courbe est constituée de la réunion de plusieurs arcs de
cercle de centres et de rayons différents, les points de ces différents arcs vérifiant les équations des cercles
correspondants et pas celle d'une ellipse.
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3.12 Equation cartésienne d'une ellipse non centrée a l'origine

X2 2
SoitE = 2 + %z = 1 une ellipse centrée a l'origine

Nous recherchons I'équation de E ', translatée de E, de centre (r,s) (les 9
foyers de E ' appartiennent donc a une droite parallele a I’axe des abscisses.
P(xy) e E'ssiP'(x-r,y-s) e E c-a-d si les coordonnées de P' vérifient

(x.y) (x-r.y-s)eE TN

2
o X—r —9)* _
I'équation de E < K—Z—La =l (—a,O)k_/(a,O)

Cette derniéere équation est donc I'équation de E '

(changement de repere)

E (0,b)

On constate facilement que tous les points de I'ellipse ont subi une méme translation.

Les sommets de E ayant pour coordonnées : (-a,0) , (a,0), (0, -b), (0, b) les sommets de E ' seront
respectivement (r-a,s) , (r+a,s) , (r,-b+s) , (r,b+s)

Nous pouvons faire le méme raisonnement pour une ellipse d'axe focal vertical.

3.13 Exercices.

1.
2.

Déterminer I'équation de I'ellipse centrée en (1/2, -1) , dont le grand axe // a ox = 8 et la distance focale = 6

Déterminer I'équation de I'ellipse centrée en (2, -5) , dont le petit axe est // & ox et mesure 6 cm et dont le
grand axe // oy = 9 cm. Déterminer les coordonnées des sommets. Représenter

Déterminez I'équation de I'ellipse centrée en (-2, %) de foyer (-2, %) et de sommet (0, %)

. Déterminez I'équation de I'ellipse centrée en (-1, %), de grand axe de mesure 12 et de foyer (4, %)

Représenter les ellipses suivantes et donner toutes leurs caractéristiques.
Ei=x?+4y?-6x-16y+9=0 E,=4x*+ 9y’ + 12x - 6y - 26 = 0
Es=9x* + 16y - 18x + 64y + 57 =0 E,=9x%+4y*-6x - 12y - 26 =0

3.14 Propriété de réflexion de I'ellipse

Tout rayon lumineux (ou toute onde) partant de I'un des foyers d'une ellipse est réfléchi sur I'ellipse en un rayon
qui passe par l'autre foyer.

N.B. : c'est le sens qu'on donne au mot "“foyer" dans le langage courant : un

lieu de rencontre. N
Selon une loi physique, un rayon incident en un point d'une surface .
réfléchissante est retourné en un rayon formant le méme angle avec la r !
normale a la surface en ce point.

Dans la figure ci-contre, 7 et T sont respectivement les angles d'incidence et de réflexion.

Pour démontrer cette propriété de I'ellipse, reprenons la construction de celle-ci par la méthode du cercle
directeur :

(Etant donné les deux foyers et la longueur du grand axe 2a, on considére le cercle de rayon 2a centré en F.

Soit P un point de ce cercle. On obtient un point P’ de I'ellipse a I'intersection du segment [FP] avec la
médiatrice de [F'P]. L'ellipse de foyers F et F' et de grand axe 2a est le lieu du point P' lorsque P parcourt le
cercle.)
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Observons les angles ainsi formés. Nous avons :
P',=P', (car m est médiatrice de PF')

P', = P', (angles opposés par le sommet)

= I5>'1 = ﬁ"s

Soit P'N la normale & m passant par P'

P'y+P', = P +Py=90°

Comme nous avons démontré que P', =P'; = P', =P';

Ce qui revient a dire que I'angle formé par FP' avec la normale est égal a I'angle
formé par F'P' avec cette normale < FP' est le rayon réfléchi de F'P'.

Ceci étant vrai quel que soit le point P' de I'ellipse.

Cette propriété est utilisée dans la confection de certains instruments optiques, mais aussi dans la construction
des galeries a écho, ces structures a plafond elliptique dans lesquelles une personne qui chuchote en I'un des
foyers peut étre entendue a l'autre foyer. On peut visiter des exemples de galeries a écho a la Rotonde du
Capitole a Washington D. C. et au tabernacle des Mormons a Salt Lake City.

L'histoire raconte que cette propriété intéressante de I'ellipse a mené a la construction de confessionnaux en
forme ellipsoidale. Ceux-ci étaient destinés a la confession de malades contagieux tels les lépreux, afin que le
prétre puisse entendre le malade sans s'en approcher. 1l suffit en effet que le malade soit placé a I'un des foyers
de I'ellipse tandis que le prétre se place a l'autre foyer.

La propriété de réflexion des ellipsoides est utilisée en médecine moderne dans un appareil appelé lithotripteur,
qui désintegre les calculs rénaux au moyen d'ondes de choc sous-marines a haute énergie. L'émetteur est situé en
I'un des foyers de I'ellipse. Apres avoir pris des mesures extrémement précises, I'opérateur positionne le patient
de telle sorte que le calcul se trouve en l'autre foyer de I'ellipse, et les ondes réfléchies peuvent ainsi briser les
calculs rénaux sans toucher aux tissus voisins. En quelques minutes, le " bombardement d'ondes de choc "
décompose les calculs en fragments qui sont ensuite évacués par voie urétrale. Le temps d'hospitalisation avec
cette technique est ainsi nettement réduit. De plus les effets secondaires sont presque nuls.

3.15 Tangentes a l'ellipse.

Considérons ce probléme a partir d'un exemple.

2 2
Probléme 1: Soit a déterminer les équations des tangentes a I'ellipse E Ex_+y_ =1 (< 25x% + 9y* = 225) en

9 25
ses points d'abscisse 2.

Nousatvonsy:J_r§ 9—x2 :>y':$5—x

3 3o x?
six:2:y:i§x/§ ety'ziZ?
Nous trouvons donc
ley—gJ_:—Zé(x-Z):>T153y+2\/§x—9\/§=0
Tzzy+§\/§=2§(x—2):>T253y-2\/§x+9\/§=0

Probléme 2 :

Soit a déterminer les équations des tangentes a cette ellipse dont la pente vaut 2.
d =y =2x+p et le probléme consiste a déterminer la valeur de p pour que cette droite soit tangente & E < le
systeme formé par I'équation de d et celle de E admet une seule solution.
{y:2X+p 2552 +9 (2x + p)2 = 225 <> 25X + 9 (4x2 +4px + p?) = 225

25x2+9y2=225: X (2x +p) & 25x (4x° +4px + p9)
& 25%% + 36X + 36px +9p? = 225 < 61x% + 36px + 9p” —225=0
Or, cette équation du second degré, ne peut admettre qu'une seule solution, il faut donc que son réalisant s'annule
& (36p)°—4 . 61. (9p? — 225) = 1296 p® — 2196p° + 54900 = 0
<:>549007900p2=O®p2=%=6letp=i\/a ~+78
Deux droites de pente 2 sont donc tangentes a I'ellipse : il s'agit des droites d'équation : y = 2x + 7.8
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3.16 Exercices.

1. Soit I'ellipse E = 25x* + 16y = 100
Déterminez les équations des tangentes a I'ellipse
a) en ses points d'abscisse 1
b) en ses points d'abscisse 2
c) paralléles a la droite d = 5x - 4y = 0. Déterminez ensuite les points de contact.

2. E=9x*+16y* =144
a) Déterminer les équations des tangentes a cette ellipse en ses points d'abscisses x = 1
b) Déterminer la valeur de p pour que la droite d =y = 2x - p soit tangente a cette ellipse (et calculer les
points de tangence.)

3. Déterminez I'équation de I'ellipse de sommets (6, -2) (-4, - 2) (1, -5) et (1, 1)
Représentez cette ellipse et déterminez-en les foyers. Déterminez les équations des tangentes a cette ellipse
en ses points d'abscisse 4.

4 L'hyperbole

4.1 Ou rencontrer I'hyperbole ?

Dans les situations suivantes, on obtient des courbes qui semblent étre de méme nature. Cela est-il vraiment le

cas ?

1. On considére le lieu des points dont la différence des distances a deux points fixes est constante. Ce lieu,
construit point par point comme intersections de cercles (cfr point 5.2) est constitué de deux courbes
symeétriques.

2. Ondispose d'une plaque plane et d'une lampe halogéne. Si on regarde I'ombre d'une balle sphérique sur la
plaque lorsque la distance de la lampe & la plaque est plus petite que la distance du sommet de la sphere a la
plaque, on observe une courbe ouverte comme dans le cas précédent.

3. On considere la section plane d'un cone par un plan qui coupe les deux nappes du cbne. On obtient une
courbe ouverte et composée de deux branches

4. On considére la courbe d'équation y = %appelée hyperbole équilatere.

5. Ondessine un disque sur une feuille de papier en marquant bien son centre. On choisit ensuite un point A a
l'extérieur du disque et on répéte un grand nombre de fois la manceuvre suivante : ramener le point A sur un
point du bord du disque et marquer la pliure. Tous les plis ainsi obtenus forment I'enveloppe d'une courbe.

(Remarquons que les consignes de pliage sont semblables a celles données pour obtenir une ellipse mais,
cette fois, le point choisi se trouve a I'extérieur du disque.)

4.2 Définition

L'hyperbole est le lieu des points dont la différence des distances a 2 points fixes est une constante (strictement
inférieure a la distance entre les 2 points).

Ces deux points sont appelés foyers de I'hyperbole et sont notés F et F'

La distance entre les 2 foyers est appelée distance focale et est notée 2c

La différence des distances d'un point de I'hyperbole aux foyers est notée 2a

Nous avonsdonc P e H<d (F,P)-d (F',P)=2aoud(F',P)-d(FP)=2a< d(F,PP)-d(F'P) =2a
Il fautdonc2a<2c > a<c
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4.3 Méthode construction

La méthode de construction d'une hyperbole
est semblable a celle employée pour I'ellipse
et consiste a déterminer des points de
I'nyperbole a I'intersection de 2 cercles.

Considérons I'exemple 2a=4;2c =5

Nous cherchons un point P tel que
d(F,P)-d(F,P)=2a

Sid (F', P) = 1.5 cmalors, il faut que

d(F,P)=d(F',P)+2a=15+4=55cm

et P se trouve donc a l'intersection des cercles

C(F,15)etC' (F, 5.5)

En général : a l'intersection des cercles

C(F,netC'(F',2a+r)

EtC(F,r+2a)etC'(F', )

Remarque :
Il faut que le rayon r ait une valeur minimale (afin que les cercles se coupent):

rminsir+2a+r=2c=2r=2c-2a=rmin=c-a
Mais il n'y a pas de valeur maximale: P peut étre aussi éloigné des foyers que I'on veut

4.4  Construction dynamique avec Géogébra.

Tracer une demi-droite [AB

Placer un point C sur cette demi-droite au-dela de B

Tracer un segment [DE] de longueur supérieure a |AB|

R1 = distance [A,C] et R2 = distance [B,C]

Tracer les cercles de centre D et de rayon R1 et de centre E et de rayon R2

Utiliser I'outil "intersection entre 2 objets" entre ces cercles et activer la trace des ces points.

Recommencer la méme opération avec les cercles de centre D et de rayon R2 et de centre E et de rayon R1.
Déplacer le point C sur la demi-droite au-dela de B (ou utiliser I'outil lieu des points d'intersection lorsque C
se déplace.

Visualisation de la méthode : http://www.geogebratube.org/material/show/id/43483

4.5 Vérification des situations proposées au point 4.1

Le point 5.1.1 nous a servi de définition de I'nyperbole, nous allons donc vérifier que les autres situations
donnent également des hyperboles.

4.5.1 L'ombre de la balle sphérique par une lampe halogéne.

La figure ci-contre, représente en coupe, la balle, la plaque et la
lampe lorsque d > d'. L'ombre peut étre assimilée a une section
plane d'une nappe d'un cdne: celle des rayons lumineux qui
glissent sur la sphére pour former un céne de lumiére. Nous
retrouvons donc une des branches de la section du cone a deux
nappes étudiée au point suivant.
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4.5.2 Section par un plan d'un cone a deux nappes.

Jusqu'a présent, nous avons toujours employé la premiére notion de cone : le solide "chapeau
pointu™ éventuellement prolongé dans le cas des cones de lumiere.

Mais on peut également considérer la "surface conique circulaire" engendrée par le mouvement
de rotation autour d'une droite fixe (axe), d'une autre droite qui lui est sécante, en conservant
pendant ce mouvement I'angle entre les deux droites. Cette surface est formée de deux nappes,
chacune infinie. La figure ci-contre représente un tel cone avec ses sections par un plan

comprenant I'axe du cone.

Théoréme de Dandelin et Quételet (2°™ partie)

les génératrices d'une nappe est une hyperbole.

La section d'un cdne a deux nappes (infini) avec un plan non paralléle a une génératrice et ne coupant pas toutes

La démonstration ci-dessous est donnée pour information.

fixes est une constante.

en deux points F; et F,

ey,

LA
=

=

contact).

N

S
§

de foyers Fy et F,

Le schéma ci-contre illustre la situation.

Nous allons montrer que la section obtenue est une
courbe qui Vérifie la condition : "la différence des
distances d'un point de la courbe a deux points

Considérons les deux sphéres inscrites dans le cone
(une dans chaque nappe) et tangentes au plan de
section. Ces spheres sont tangentes au cone
suivant deux cercles et tangentes au plan de section

Soit P un point quelconque de la courbe. Il se
trouve sur une génératrice qui rencontre les cercles
de contact des spheres en deux points C et D. Or
deux tangentes a une sphére issues d'un méme
point et limitées au point de contact sont égales

= |PF,|=|PC|et|PF,|=|PD]|
= |PF;[-|PF |=|PD|-|PC|=|DC|

Or : | DC | = constante (car génératrice du cone a
deux nappes limitée par les deux cercles de

= tout point P de la section est donc tel que la
différence de ses distances aux points F; et F, est
une constante : P appartient bien & une hyperbole
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45.3 Le pliage de la feuille de papier.

Reprenons I'énoncé du probléme. On dessine un
disque sur une feuille de papier en marquant bien
son centre. On choisit ensuite un point A a
I'extérieur du disque et on répéte un grand
nombre de fois la manceuvre suivante : ramener
le point A sur un point du bord du disque et
marquer la pliure. Tous les plis ainsi obtenus
forment I'enveloppe d'une courbe.

Sur le schéma ci-contre, les plis sont imités par
les médiatrices des segments reliant le point A
aux différents points du cercle. La courbe qui a
pour enveloppe ces mediatrices a bien deux
branches. Elle semble étre une hyperbole dont
les foyers sont O et A. 1l nous reste a le justifier.

Le second schéma reprend une des médiatrices
ainsi que la courbe obtenue. Nous observons que la médiatrice est
tangente a la courbe. Prouvons-le.

Soit P4, un point du cercle, m la médiatrice du segment [AP; ]
et {P}=mn OP,

Nous avons:|OP |-| AP |=|OP|-|PP|=|OPy|=r (constante) = P e
lieu des points dont la différence des distances aux points O et A vaut la
constante r.

Il reste donc a montrer que V Q € m, Q # P < Q ne Vérifie pas la
propriété de I'nyperbole.

Qem=[QP.[=]|QA|

=|QO|-|QA|=|QO|-|QP;|<]|OPy|(car dans tout triangle la différence de deux cdtés est strictement
inférieure au troisiéme cdté du triangle : ici dans le triangle OQP, )

4.6 Nouvelle méthode de construction de I'hyperbole : le cercle directeur.

La situation précédente nous suggére une nouvelle méthode de construction de I'hyperbole de foyers F; et F,
d'axe = 2a. Il suffit de reprendre la figure précédente avec une nouvelle dénomination des points et suivre les
étapes :

e Tracer le cercle de rayon 2a centré en F, et choisir un point P, quelconque de ce cercle.

e  Construire m, la médiatrice de [P;F;]

° SoitP=mn F]_Pl

Le lieu du point P lorsque Py parcourt le cercle est I'hyperbole de foyers F; et F, est telle que la différence des
distances d'un point de cette hyperbole aux foyers est une constante égale a 2a.

4.7 Construction dynamique : utilisation de géogébra

Il s'agit de la méme construction que celle de I'ellipse mais le point C est extérieur au cercle
*  Tracer un segment [AB] (longueur de [AB] = longueur du grand axe de 1’ellipse)
e Placer un point C sur ce segment

e Tracer autre segment [DE] tel que DE < AB(DE = la distance focale)
e Tracer les cercles de centre D et de rayon = distance [A,C] et de centre E et rayon = distance [C,B]

e Utiliser I'outil "points sur 2 objets" : les deux cercles

e Activer la trace de ces points et déplacer le point C sur le segment [A,B] (ou utiliser I'outil "lieu" des points
d'intersection lorsque C parcourt le segment [A,B]

e Facultatif : menu « éditer », « propriétés » : renommer les foyers F et F' par exemple.

Visualisation de la méthode : http://www.geogebratube.org/material/show/id/43485
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4.8 Propriété de réflexion de I'hyperbole.

‘ Tout rayon incident issu du foyer F; d'une hyperbole se réfléchit dans la direction du foyer F,.

Reprenons la construction de I'hyperbole par la méthode du cercle
directeur décrite ci-dessus.

Soit un rayon incident F,P formant un angle ﬁ’s avec la normale n
Nous avons : Py= P, (car m est médiatrice de [P;F,])

P, = P et P,= Py (angles opposés par le sommet)

= P,=P; =P;= P, (complémentaires d'angles égaux)

Or, l'angle I53 formé par F,P et la normale est I'angle d'incidence

L'angle I54 qui lui est égal est formé par la normale et F,P : c'est donc

I'angle de réflexion et le rayon incident F;P est bien réfléchi dans la
direction du foyer F,.

4.9 Equation cartésienne de I'Hyperbole.

I nous reste @ montrer que la courbe d'équationy = X est bien une hyperbole au sens ou nous l'avons définie.
Pour cela, nous allons d'abord établir la condition a vérifier par les coordonnées des points d'une hyperbole et
ensuite montrer que les points de la courbe y = X vérifient une telle condition lorsqu'on leur fait subir une

rotation de 45°.
Recherchons donc I'équation de I'hyperbole de foyers F(-c, 0) et F' (c, 0) et telle que la différence des distances
d'un point quelconque de cette hyperbole a ces foyers vaut 2a < d (P,F) -d (P,F") =+ 2a

o\x+e)+y -\ (x—c) +y =t2ac(x+C) +y =[(Xx-C)*+y* *2a

(WX P+ ) = (N0 +y2 £2a) & (x + 02 +y2=da? + (x - O + Y2 £ da~[(Xx— )T + 2
X2+ 20X+ C% + y? = 4P+ X2 - 2x + C2 + Y2 £ dan[(x — €)7 + yP <> dex - 4P = = da[(x — ¢)7 + P
oox-a?=+a\(x—c)?+y? < A +at - 2a%cx = a% (X% + ¢ - 2cx + yP)

o +at-2a%cx=ai X +a’c?-2alex +al yP < (6 -ad) xP - afy? = akc’ - a’

o (¢ - x-ayP=a’ (c?-a%) < b? X2 - a’y? = a’ b®en posant b® = ¢? - a% (¢ - @° > 0)

2
,%T:l

2
Et nous obtenons I’équation de base de I’hyperbole.:

mN|><

4.10 Terminologie
Le centre de I’hyperbole est le milieu du segment [FF ']

L axe focal est la droite FF’.
L axe non focal est la médiatrice de [FF’]

Les sommets de I’hyperbole sont les intersections de 1’axe focal avec I’hyperbole : S; (a,0) et S, (-a, 0)

La longueur de I'axe focal est la distance entre les 2 foyers : d (F,F’) = 2c

les axes de I’hyperbole en sont des axes de symétrie. Le centre est un centre de symétrie.

4.11 Remarque

Si les foyers sont sur ’axe des y et ont pour coordonnées : F (0,¢) et F ' (0, - ¢), et que la valeur fixe de la

2
X
=1
a

2
différence des distances d'un point de I'hyperbole aux deux foyers vaut 2b, alors 1’équation devient %z -

avec ¢ - b? = a?

En pratique : la variable dont le coefficient est positif donne I'axe focal

VIII - 16 CNDP Erpent - Les coniques (1) : Cercles — Ellipses - Hyperboles 14/07/2014



4.12 Exercices.

1. Déterminez I'équation d'une hyperbole centrée en (0, 0) dont un des sommets a pour coordonnée (5, 0) et un
foyer F(6, 0)

2. De’termiger I'axe focal et les coordonnées des foyers des hyperboles suivantes :
. L =1 b) 9% - 4y? - 6 = 0 Q) y2-3¢=-5

4.13 Détermination des asymptotes
2 2

SoitH=27-1>=1 A
Y
Pour déterminer les asymptotes de cette hyperbole, nous !
reprendrons son expression sous forme de fonctions.
X 2 X : : —)0 : —
el Ym1m L= X N P ST
) 2 b2 ) ) b - g h = ~
=y'= b(—z 1):g7(x -a):>y:4_r5\/x2—a2 -7 -1 ~ .

Nous avons ainsi associé deux fonctions a cette hyperbole :
fi(x) = gxlxz —adetf, x) = b \/x2 &

Dans le graphique ci-contre, (de H = 4x% — 16y* = 1) le graphe de f, est en trait plein et celui de f, en pointillés.

Déterminons les éventuelles asymptotes obliques de ces deux graphes.

Considérons d'abord la fonction fy(x) :
b=

m= tim L& = iy 2 -

D gy Lxl b
a x

X—>+0o X X —> +o0

2 2 2 2
X —a" —X b ..
Iim —— == Iim ———=0

x—>+oo«, 2 a2 +x a X—)+oo«'x27a2 +X

= f; admet une asymptote oblique en + oo d'équation : y = ag X

X > +
p= IirT+1 (fl(x)—mx): Iim (2 X —a -2 ) qui nous amene a un cas d'indétermination.
X — +oo
b
a

ng lim (\/XZ—az-x)(\IXZ—a2+x)=

a X—+w \,X2782+X

Par un calcul similaire, on obtient I'asymptote de fien-c:y = -2 X
et de méme pour le graphe de f,
Conclusion : Une hyperbole H = gz - )éz = 1 admet 2 asymptotes obliques

b
entooly=+-X
2 2

' X . R
Pour une hyperbole H' = )éz -2 1, les conclusions sont les mémes.

. N 34
H et H' sont appelées hyperboles conjuguées.

Cette propriété de I'hyperbole nous donne une méthode de construction rapide

de celle-ci :

e Tracer le rectangle de sommets (a,b) , (a,-b) , (-a,-b) et (-a, b). Les
diagonales de ce rectangle sont les asymptotes de I'hyperbole.

e Les points (-a,0) et (a,0) sont les sommets de H.

e On obtient les foyers par les intersections d'un arc de cercle de centre O etde — 0

mﬂ

. N . . L 1 } -2 - X
rayon egal a la demi - diagonale du rectangle précédent avec l'axe des x. En
effet, en appliquant le théoréme de Pythagore on constate aisément que cette ]
demi - diagonale a pour longueur \/a2 +b% = \/E2 =c
Pour H' (hyperbole conjuguée), le rectangle de construction sera le méme. Les
sommets seront les points (0, b) et (0, -b). Et les foyers sont obtenus par
intersection du méme arc de cercle que pour H mais avec lI'axe des y. _a-

4.14 Hyperbole non centrée a l'origine.

Par un raisonnement analogue a celui tenu pour la parabole et I'ellipse, nous obtenons I'équation d'une hyperbole
centrée au point (r,s)
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Une hyperbole d'axe focal horizontal : A

HEKX_;ZILZ_ 552:1 / (r,s*b)
b2 =c? - a2

Les coordonnées des sommets et des foyers sont

données dans le graphique ci-contre.
Les asymptotes ont pour équations :

F'(-c+r,s) (-a+rls) (a+r,p) F(ctr,s)
y-s=% b (x-r)
a
(r,s-b)
| [/ N
Pour un axe focal vertical : )
2 2
(Yy=95)° (x—r y
H= - =1 F(r,s+c)
b a \
b2 = c? _ g2
Les coordonnées des sommets et des foyers sont (1js+b)
données dans le graphique ci-contre.
Les asymptotes ont pour équations : (a+rs) (@+1.9)
y—s=% b x=r)
a
(r|s-b)
/ F'(r,s+c)

4.15 Hyperbole équilatere

Une hyperbole équilatére est une hyperbole dont les asymptotes sont perpendiculaires = le rectangle de
constructionest un carré : a=b

Danscecas:b’=c?-a’= a’=c?-a’=2a’=c’=c=+[2a

4.16 L'hyperboley = 1

X
Lorsgu'on dessine la courbe y = % on l'appelle hyperbole équilatere. Nous allons maintenant prouver qu'il s'agit

bien d'une hyperbole au sens ou nous I'avons définie dans ce chapitre et déterminer ses caractéristiques.

En observant le graphe de la courbe y = % , hous pouvons directement affirmer que s'il s'agit bien d'une

hyperbole, alors ses foyers sont sur la droite y = x.
Appliquons une rotation de - 45° autour de I'origine, de sorte que les axes de symétrie (y = x ety =-x ) de la
courbe soient confondus avec les axes ox et oy. On vérifiera alors que I'équation de la courbe apreés rotation est

2 2
LS.
de la forme 2 b 1

Soit un point P(x, y) Cherchons son image par une rotation du plan de — 45° autour de gyl P(Xy)
l'origine . S
Sachant que la rotation conserve les distances,
L'image du point O (0, 0) est lui-méme

CLB

; : N2 A2 | A(X0
L'image du point (1, 0) est le pomt( > " 2) o) . (X

L'image du point A (x, 0) est le point A’ (x 322 - xlzé)

L'image du point (0, 1) est le point 322 , 322

L'image du point B (0, y) est le point B' (y% , y322)

Considérons maintenant le rectangle de sommet A (x,0) O (0, 0) B (0,y) P(x,Y)

Son image par la rotation est le rectangle A'OB'P'

Nous connaissons les coordonnées des sommets A' et B'.

Sachant que la figure OB'P'A' est un rectangle, pour déterminer celle de P', nous utilisons la relation de Chasles :
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OP'= OB’ +B'P' = OB+ OA'
En prenant les coordonnées de ces vecteurs, nous obtenons :

o2 2
.y = (x Lay L, x2yy V2 ou encore : SR
MR Ly =-x eyl

Pour obtenir I'équation de la courbe image aprés rotation, il faut plutdt exprimer x et y en fonction de x' et y'
(nouvelles coordonnées). En considérant les égalités ci-dessus comme un systeme d'équations aux deux

A2 AR
| NESEE =6
inconnues x et y, on obtient :
N2 2
12 12
Reprenons maintenant I'équation y = %@ xy=le (x'lzé—y' 52@) . (xlzé +y' 522) =1 @X?—% =1

Cette derniére équation est bien celle d'une hyperbole équilatére dont les foyers sonten (2,0)et (-2, 0)

4.17 Exercices

1. Construire les courbes suivantes. Déterminer les coordonnées des sommets, des foyers et les équations des
asymptotes.
a) 9x° - 16y° = 144
b) 25 x* - 16y?= 121
c) 9x% 4y? - 6x + 8y -39 =0
d) 4x*- 9y* +36=0
e) 9x*- 16y*- 18x - 64y + 89 =0

2. Déterminer I'équation de I'hyperbole H centrée a I'origine, dont un sommet a pour coordonnée (0, 3) et une
asymptote a pour équation 2x -y =0

3. Déterminez I'équation d'une hyperbole centrée en (0, 0) dont un des sommets est S(0, -2) et une asymptote
oblique a pour équation : x -3y =0

4. Déterminez I'équation de I'nyperbole centrée en (0, 0) de foyer F(13, 0) et dont une des asymptotes est la
droited=5x-12y =0

5. Construire la courbe d'équation 9x? - 16y? - 18x+ 64y + 89 = 0

6. Déterminez I'équation de I'hyperbole centrée en (1, 2) de foyer F(7, 2) et de sommet (5, 2)
Déterminez les équations des asymptotes.

7. Déterminez I'équation de I'nyperbole centrée en (0, 0) de sommet S(0, -5) et de foyer (0, 13)
8. Construire la courbe d'équation 4x° - 9y? + 12x - 6y - 28 = 0

9. Déterminer I'équation de I'hyperbole centrée en (-1, 3) de S (-1, 1) et de distance focale = 12
Déterminez les équations de ses asymptotes.

10. Déterminer I'équation de la tangente et de la normale (= perpendiculaire a la tangente) a I'nyperbole
H =9x? — 16y + 144 = 0 en son point d'abscisse 3 et d'ordonnée positive.

11. Déterminez I'équation de I'hyperbole H d'asymptote A = 4y = + 3(x + 3) + 4, de distance focale 20 et d'axe
focal parallele a I'axe des abscisses.
Représentez cette hyperbole.
Déterminer les équations des tangentes a H en ses points d'abscisse 9.

5 Solutions des exercices.

5.1 Le cercle (N°2.3)
1. (x=2)°+(y—3)’=25
2. (x—=1)’+(y—4)?*=13
3. a)Centre: (-1, 3) r

V10
b) Centre : (%, -4) r —2273

c) ce n'est pas un cercle car ;p?+ g —4k=1+1-12<0

d) ce n'est pas un cercle car les coefficients de x* et de y? ne sont pas égaux
4. x%+(y—2)>=36/5
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5. y= J3x+12

1 . 5
6. m= 3 et dans ce cas le centre du cercle est le point G;—%j et son rayon = R

~

d=2x-5y+19=0

8. a)k<5 b)k=-35 c)k=-11 dk=1 e)k=0.5
9. a) (x—35)%+(y+0.5)?=125
2 2
8 2 50
D) x—=| +|y—=| =—
)( 3) (y 3j 9
N.B. : équations des médiatrices : de AB : x + 2y =4 deBC:x-y=2 de AC:2x+y=6
5.2 L'ellipse
5.2.1 Solutions du N° 3.8
2 2
1Lal Y o1 b) 2% + 6y? = 1
9 5
X2 y2
Si foyers € a l'axe desy = a) SHES 1 b) 10X + 6y’=5
2.
Foyers Sommets distance focale |grand axe petit axe
E: [(£3,0) (+5,0) et (0, +4) 6 10 8
E, [(0,4) (0, £5) et (+ 3, 0) 8 10 6
Es |(0,£1) (0, +1.5) et (£+/05, 0) 2 215 2,05
Es [(0,+15) [(0,+2.5)et(£2,0) 3 5 4
B l0£,2) |0 2)et(£,2.0 22 2,2 2,2
Bs | (£v11,0) |(£+15,0)et (0, £2) 2411 2415 4
2 2
3. X_+y_:
16 41
2 2 2 2 2 2 2 2
a_) X_+y_:]_ b) X_+y_:1 C) 63x +y_: d) X_+y_:]_
36 81 28 64 64 256
e + =le + =1
) T3raves T 20368 10.593  26.593
5.2.2 Solutions du N° 3.12
2 2 2 2
1) (x-0.5) +(y+1) -1 2) (x-2) +4(y+5) -1
16 7 9 81
2 A2 2 _2)2
g X+ (-08)° _, g D =9
4 13 36 11
5)
Centre Foyers Sommets
E _ (X—S)2 +(y—2)2 _1 (31 2) (3i2\/§,2) (-11 2) (712) (31 0) (3; 4)
T 16 4
(x+)* -3’ 81 (_L 51j 3LV 9y 37y 3.5
Bo=—5—+— =123 27773 2'3)2'3) 2'3) 2" 3
9(x —1)2 , 1,-2) J7 1 7
Ei= — 2 + +2) =1 +— ('_1'2)(_1'2)(1!'1)(1!_3)
3 16 (y+2) 1+ 3’ 2 3 3
_1)2 _3y2
TP 689 |BIEIEIED
4 9
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5.2.3 Solutions du N° 3.15

1. a)tys (1, %\/§) et sa pente =

t2 e} (l,

b)t>(2,0) =>t=x=2

443

-%\/5) et sa pente =

43

=1, =43y +5x—20=0

—t,=44/3y-5x+20=0

Oti=y= 5 x+i point de contact ; —\/E,ﬂ
4 J2 4
5 5 J_
ett,=y= — X-— point de contact : J2,-
3J15 12 3V15 12
2. a)to> 1— ett; = 1—— etty=y=——
) 1 ( ] 1=Y= \/— \/— { \J 2=Y = 4\/— \/—
b)p:iJ7_3:>tlzy:2x+J7_3 et tzzy:2x—J7_3
. -9 32 9
Points de contact : avec t;: (-3.74 ; -1.05) avecty: | —,—
: ( V73 FJ 2 (m mJ
N2 2
3. (x 251) + (v +92) Tangente en (4,0.4) : ,1=20y +9x—-44 =0
Tangente en (4, -4.4) : t,=20y —9x + 124 =0
5.3 L'hyperbole
5.3.1 Solutions du N° 4.12
2 2
L Xy
25 11
2. a) axe focal : axe des x F(\/ﬁ,O) F (—\/ﬁ,O)
b) axe focal : axe des x F [J_r %OJ
20
c) axe focal : axe des x F {J_r ?,OJ
5.3.2 Solutions du N° 4.17
1.
Foyers Sommets Asymptotes Hyperbole
(#5,0) (£4,0) y=+3x
(£11a1,0) (+%,0) y=+£3X
(£v13+1,1) (£2+3.1) y-1=+3(x-1) (x-1?%  (y-1)2
4 9
0, + V13) (0, +2) y=+2x
(,-7)et(1,3) (1, 1)et(1,-5) y+2=1+3(x-1) (y+2? (x-1? 1
9 16
2 2
o YA
9 9
A
4 36
A XY
- 144 25
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5. (y;az-fx&?2=1 C(L2) F(L2+5  S(L,2+3)  Asiy-2=+3(x-1)

Y 72
i S R WOV S AT
16 20 2
2 2
7. Y X -y
25 144
X +3)2 +1)2
o W VRl aay) Regsded) seiead
As:y+i=+2(x+3)
Y 2
o =37 (x+D7 AS:y-S:iﬁ(x+1)
4 32 4

10. t>(3, L) y'encepoint: & =t=20y-9x-48=0
ns (3, E)Etpeme:'% =n=9y+ 20x - %’ =0

(x+3)° (y-1° _
64 36

11.

1 t,=20y-94/5x—20+21/5=06tt,=20y +9+/5x—20-21/5=0
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