XVIl. Les nombres complexes.

1. Introduction

Progressivement, nous avons agrandi les ensembles de nombres en passant de N a Z puis a Q etenfina R. Ces
agrandissements ont donné la possibilité de résoudre de plus en plus d'équations.
L'équation 2x + 5 = 3 n'a pas de solution dans N maisena unedans Z : x = -1

L'équation 3x + 5 = 3 n'a pas de solution dans Z mais en a une dans Q : x = —%

L'équation x? - 3 = 0 n'a pas de solution dans Q mais en a deux dans R : x = + J3

Cependant nous avons rencontré des équations du second degré n'ayant pas de solution dans R

Exemple : I'équation x* - 3x + 5 = 0 n'admet pas de solution réelle car son réalisant est négatif : p = - 11

Nous allons maintenant imaginer un nombre dont le carré serait égal a -1. Ce nombre n'appartient évidemment
pas a I'ensemble des réels puisque le carré de tout nombre réel est positif : c'est un nombre imaginaire.

En supposant que I'on calcule avec i comme s'il s'agissait d'un nombre réel, nous pouvons poursuivre la

résolution de I'équation proposée et nous obtenons les solutions : x; = % + i@ et X, = % AL

2
Chacune de ces solutions est appelée nombre complexe.

Conclusion : un nombre complexe s'écrit sous la forme a + ib ou a et b sont des nombres réels et i un nombre
imaginaire dont le carré est - 1

a est la partie réelle et b la partie imaginaire de a + ib

Les nombres complexes dont la partie réelle est nulle sont appelés nombres imaginaires.

Les nombres complexes dont la partie imaginaire est nulle sont des nombres réels.

Les nombres complexes ont de nombreuses applications dans le domaine scientifique, notamment en électricité
ou les "phaseurs" sont des nombres complexes représentant 1’amplitude et le déphasage du courant.

2. Représentation géomeétrique : le plan de Gauss

2.1 Notion
Lors de la construction des ensembles de nombres, nous avons représenté ces ensembles (N, Z, Q, R) sur une
droite graduée. Cette droite s'est ainsi progressivement "remplie".
| | | | | | | | | | |
T T T T T T

5 4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Nous constatons directement que les nombres complexes a + ib ou b = 0 ne trouveront pas place sur une telle
droite.

Assez naturellement, & tout nombre complexe z = a + ib, nous allons y . Z(a,b)
associer un point Z de coordonnée (a, b)

Ce point Z(a, b) est appelé point-image du nombre complexe z=a + ib
Le nombre complexe z = a + ib est appelé affixe du point Z(a, b)

Le plan muni d'un repére orthonormé ou les points sont marqués par des
nombres complexes est appelé plan complexe ou plan de Gauss.

Dans ce plan, I'axe Ox est appelé axe réel et I'axe Oy, I'axe imaginaire.

z=a+ib

o X

2.2 Exercices
Déterminer I'image, dans le plan complexe, de chacun des nombres complexes suivants :

1. 0 4, i 7. 1-i
2.1 5. -2i 8. 2-3i
3. -3 6. 1+i
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3. Régles de calcul

3.1 Addition de deux nombres complexes
(@+bi)+@+bi)y=(@a+a)+(b+hb)i
Ex: (3 +5i) + (-6 - 2i) = -3 + 3i

3.2 Produit de deux nombres complexes
(a+bi).(a +b'i)=aa +iab' +iab +i’bb' = (aa' - bb) + i (ab' + a'b)
Ex: (3 +5i). (6 - 2i) = 28 + 24i

3.3 Multiplication d'un nombre complexe par un réel.
r.(@@+bi)=ra+rbi

3.4 Puissances de i a exposants naturels.

i°=1 it=i i’=-1 iP=-1.i=-i
i°=i*.i=i etapartirdelai®=-1 i"=-i i =
Généralisation : i* =1 %= i*2=_1

78
Exemple : i =i = (iz) = (D)=

3.5 Quotient de deux nombres complexes

3.5.1 Inverse d'un nombre complexe
Remarquons : (a + bi) . (a - bi) = a® + b?

4= (92=(1)?=1

k+3_

Les nombres complexes a + bi et a - bi ont la méme partie réelle et des parties imaginaires opposées. Ces
nombres sont appelés complexes conjugués ; leur produit est un nombre réel positif

Le complexe conjugué du nombre complexe z est noté z
Cette propriété est utile pour calculer I'inverse d'un nombre complexe :
1 1-5i 1-5i 1-5i

Exemple 1: = = =
1+51 (1+5i)(1-5) 1+25 26
Remarquons que 1;—5'est bien l'inverse de (1+5i) . En effet: 1;—;' (1+5i) = 1+25 1
Exemple 2 : } = Lz =
[
3.5.2 Quotient
2+i  (2+0).(1+30) 2+6i+i+3i2 _-1+7i
Exemple : - = - — = =
1-3i  (1-3i).(1+3i) 1+9 10
3.6 Exercices
A. Calculer : 1—i 3+i
1. 2(3-i)+5(2+3i) [T
2. (4-2i).(3+5i) 1
1 S
3. — cosa-+isina
1+i
4. L B. Calculer
i-1 z+1
—j i 1. —pourz=1+ietz=1-i
5. 4—j . 44 71 p
2—i 2+i ) 2743 ) )
. . ourz=ietz=-i
6 1+’ 271"
(1-i)?
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3. 22+—Z+1pourz:2-ietz:2+i 4. Z:—ZJrlpourz:2+3i

z°-z+1 z" -1
C. Démontrer
a) que la somme des conjugués de deux nombres complexes est égale au conjugué de la somme de ces deux
nombres
b) que le produit des conjugués de deux nombres complexes est égal au conjugué du produit de ces deux
nombres.

c) En est-il de méme pour le quotient ?

3.7 Interprétation géomeétrique des opérations sur les nombres complexes —
transformations du plan.

3.7.1 L'addition.

Exemple : considérons les nombres complexes z; = 1 - 2i, z,= -2 + 2i, Zz= 3i et z=2 + 3i

Calculons z,"=z1+z2,2,)=2,+zetz3' =23+ 2

En plagant les points Zy, Z,, Z3 Z, Z,', Z,', Z3', affixes des nombres complexes précédents, dans le plan de Gauss
et en observant les relations entre ces points, nous pouvons conclure :

y T, +z
Dans le plan de Gauss :
additionner deux nombres complexes revient a appliquer a I'un d'eux une translation de o
vecteur v dont les composantes sont la partie réelle et la partie imaginaire de l'autre. o

X

3.7.2 La multiplication par un réel
Exemple : reprenons I'exemple précédent, et calculons : z," =3z, etz", =3 2,
Aprés avoir placé les points Z," et Z,", affixes de z," et z,", nous pouvons conclure : y .
Dans le plan de Gauss : z
Multiplier un nombre complexe z par un réel a équivaut a déterminer I'image de ce
nombre complexe par une homothétie de centre O et de rapport a O X

3.7.3 La multiplication

En reprenant les valeurs choisies dans I'exemple précédent, calculons z," = z; . z et z," = z, . z et plagons les
points Z," et Z," dans le plan de Gauss.

Nous constatons qu'il est difficile actuellement de préciser quelle transformation ont subie les points Z, et Z,
Nous reviendrons ultérieurement sur cette interprétation.

4. Equations du second degreé.

4.1 Equations bindbmes.
On appelle équation bindme une équation du type z° = a + ib ol z est I'inconnue.

4.1.1 Exercice resolu
Soit & résoudre I'équation z* = -8 - 6i
Soit z = x + iy ou x et y sont des réels.
nous avons donc (x + iy)? = x* - y? + 2xyi = -8 - 6i
2_y2_ 2_y2f = x* —2x?y? +y* = 64
L eevi=—s @ _ (e -y2f =ea_ 2 ey
2xy=-6 (2) 4x?y? =36 4x7y* =36

En additionnant membre & membre ces 2 équations, nous obtenons : x* + 2x% y? + y* = 100 < (x2 + yZ)2 =100
X +y?*=10

En reprenant I'équation (1)

{xz +y% =10

2x% =2 x? =1
. = (en additionnant et soustrayant membre a membre ces 2 équations) : { = {
Xc-y°=-8

2y? =18
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x==1 ) . 3
= 43 or, par I'équation (2),y = X =>x=lety=-3oux=-lety=3

Les solutions de I'équation proposée sont donc les nombres complexes z; =1 - 3ietz, =-1 + 3i

Ce sont les nombres complexes dont le carré vaut - 8 - 6i

4.1.2 Exercices :
Résoudre les équations suivantes :

1. 22+1=0 3. 22-2i=0

2. 22+9=0 4, 72=5+12i

Solutions

Dz=+i 2)z =+ 3i 3)z=+(1+i) 4)z =+ (3 +2i)

4.2 Equations complétes

4.2.1 Exemple résolu
Résoudre I'équation : - x> + (i- 1) x - (i+2) =0
p=(i-1)%-4(+2)=-1+1-2i-4i-8=-8-6i

5. 22+15-8i=0

5)z =+ (1 + 4i)

Les résultats du point 4.1.1 permettent d'avoir - 8 - 6i = (-1 + 3i)? et nous obtenons ainsi les solutions de

S . 1-i-1+3i _ . 1-i+1-3i .
I'équation proposée : x; = T — =-i etx, = —2: -1+ 2i
4.2.2 Exercices
Résoudre les équations suivantes :
1. x> +x+1=0 9. x*-x-(3i+1)=0
2. X*+2x+2=0 10.2x°-7x+5-5i=0
3. X¥*+@Bi+1)x=0 11.6x°- (5i+ 7)x +2i-4=0
4, X+ QRi+1)x+2i=0 12.-x%+(i-1)x-(i+2)=0
5. x>+ (i-1)x-2(1+i)=0 13.ix*+ (2+i)x-(i-1)=0
6. xX*+3ix-2=0 14.(-3+i)x*+ (Gi-1)x+2=0
7. 23+ (2+3i)x+2i-1=0 15.(2-4i )x* + (8- 10i)x +7-6i=0
8. iX*-(5i+2)x+5(i+1)=0
Solutions:
1 p=-3;x=3(-1+i3) 10.p=9 +40i;x=3+ioux= 1-i
2. p=-4;-1+i 11.p =120 +22i;x= Houx =13
3. x=0oux=-1-3i . .

. . 12.p=-8-6l;x=-ioux=-1+2i
4, p=-3-4i;x=-2ioux=-1 13.0=-1'X=i —i-1

. . P iX=ioux=i
5 p=8+6i;x=20ux=-1-i _ . . 1 .
6. p=-1:X=-ioux=-2i l4.p—-18I,X—-l+IOUX—g(l+2l)
7. p=3-4i;x=-ioux=-1-1 15.p=4;x= % (-13-i)oux= $(-3-i)
8. p=-1;x=3-ioux=2-i
9. p=5+12i;x=2+ioux=-1-i

5. Forme trigonométriqgue des nombres complexes.

5.1 Notion

Considérons un nombre complexe non nul : z =a + ib et Z son point- 5
image dans le plan complexe.

Le point Z est déterminé par sa distance a l'origine : p = 0Z et par
I'angle ¢ formé par les demi-droites [OX et [OZ.

On peut exprimer a et b en fonction de p et de ¢:
a=pcospetbh=psing

= z = p (cose + i sing) noté aussi z = p cis ¢

Cette écriture du nombre complexe z est sa forme trigonométrique.

N

Y
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Il s'agit en quelque sorte d'un changement de coordonnées dans le plan de Gauss : (a, b) est la coordonnée
cartésienne du point Z et (p , ¢) est la coordonnée polaire de ce méme point.

[2, 2
a=poosp p=va“+b

Ces deux systémes de coordonnées sont reliés par les relations : { ) b
b=psing tang = —
a

b b N . .
Remarque : ¢ = arctan — ou ¢ = nt+ arctan — selon le quadrant ou se situe le point (a, b)
a a

On peut aussi se servir des égalités cos ¢ = % etsing = %
p est appelé module de z et est souvent noté |z|. Géométriquement, il est la longueur du segment qui joint
I'origine au point Z

L'angle o est appelé argument de z . ¢ est I'angle formé par la partie positive de I'axe réel et le segment qui joint
I'origine au point Z.

N.B. : le nombre 0 n'a pas d'argument et a 0 comme module.

Les nombres réels positifs ont un argument nul et sont égaux a leur module.

Les nombres réels négatifs ont un argument égal a = et leur module est égal & leur valeur absolue.

Les nombres imaginaires purs (de la forme bi) ont un argument égal a glorsque b > 0 et dans ce cas, leur

s 3
module vaut b. Ils ont un argument égal a 775 lorsque b < 0 et leur module vaut |b|.

Exemple 1 :
Déterminer la forme trigonométrique de 1 + i

Soit Z le point-image de 1 + i. ¥
p :\/m. :\/E 1 z
tangp=1et(1, 1) € quadrant 1 = ¢ =45°
— 1+i= /2 (cos45° +isin45°) = /2 cis 45°

Exemple 2 :
Déterminer la forme trigonométrique de 3 - J3i

Soit Z le point image de 3 - J3idansle plan complexe.

o= ,/32+(J§)2 = V12=23

tan @ = % et (3, -V/3) e 4°™ quadrant = ¢ = 330°

— 3- /3 =2+/3(cos 330° + i sin 330°) = 2 /3 cis 330°

Exemple 3: ]
Déterminer la forme trigonométrique de 3i - 2 z 3

Soit Z le point image de 3i - 2 dans le plan complexe.
p=+32+22 =13 2
tanp = — g et (-2, 3) € quadrant 2 = ¢ = 180° - 56,3° = 123,7°

— 3i-2= 13 (cos 123,7° + i sin 123,7°) = /13 cis 123,7 °

.y

-2 -1 0
5.2 Remarques.
1. Deux nombres complexes conjugués ont le méme module et des arguments A
opposés. Leurs points-images associés sont symétriques par rapport a I'axe 5
réel.
2. Le produit de deux nombres complexes conjugués est le carré de leur module : !
eneffet: (a+ib). (a-ib) = a? + b® = p? 8 L
-] }
17
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5.3 Exercices
Déterminer la forme trigonométrique des nombres complexes suivants.

1.1 4. i 7. i3+1 10.-2-3i
2. 3 5. —2! 8. iJ3 -1 11.2-3i
3. -2 6. 1-i

9. J2(i+1)

6. Produits, quotients, puissances de nombres complexes écrits sous
forme trigonométrique.

6.1 Produits
Considérons deux nombres complexes non nuls écrits sous forme trigonométrique :
z=p (cos ¢ +isin ¢) et Z'=p'(cos @' +isin @)

Calculons leur produit :
zz'= p (cos @ + i sin @) . p' (cos @' + i sin @) = p p' [cos ¢ cos @' - sin @ sin @' + i (sin ¢ cos @' + sin @' cos )]
etzz'=p p'[cos (¢ +¢) +isin (¢ +¢)]=pp'cis (¢ + ¢)

Conclusion :

Le produit de plusieurs nombres complexes non nuls est un nombre complexe dont
e e module est le produit des modules des facteurs

e l'argument est la somme des arguments des facteurs.

Exemples
1. 2[cosZ+isinZ]. T[cosZ +isinZ]= Z[cos 0 o' cis (¢ +))

(Z+Z)+isin (£ +Z)]= £ [cos I +isin 2

2. i.[cosg+ising]=[cosT +isinZ].[cos & +i e is ¢'

T n i Qi Ty = 2 4 *

sinZ]=[cos (F+%)+isin(3+%)=cosd+i e peisyp
in2
sin <+

Interprétation géométrique

Dans le cas de la somme de 2 nombres complexes et de la
multiplication d'un nombre complexe par un réel, nous avions pu précédemment préciser le lien entre ces
opérations et les transformations du plan (translation et homothétie). La régle du produit de 2 nombres
complexes écrits sous forme trigonométrique nous permet maintenant d'établir un lien semblable.

Dans le plan de Gauss : multiplier un nombre complexe z (de module p et d'argument @) par un autre nombre
complexe z' (de module p' et d'argument "), revient a appliquer au nombre complexe z une rotation d'angle o'
suivie d'une homothétie de centre o et de rapport égal au module de z'.

Cas particuliers :

a) Multiplier le nombre complexe z par i <> effectuer dans m, une rotation de centre O et d'angle 7 de oz
b) Multiplier le nombre complexe z par a (a € R) < effectuer dans n, une homothétie de centre O et de rapport
a sur le vecteur oz comme nous l'avions montré précédemment.

6.2 Inverse

z=p (cos ¢ +isin o) et Z'=p'(cos @' +isin ¢") son inverse.
Onaz.z'=1= pp'[cos(p+¢)+isin(p+ )]

1
Or le module de 1 vaut 1 et son argumentvaut0 = p.p'=leto+o'=0=:p'= —eto'=-¢
p
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Conclusion :

I'inverse d'un nombre complexe non nul z est un nombre complexe dont
o le module est I'inverse du module de z

e l'argument est I'opposé de I'argument de z

Cas particulier : cos ¢ + i sin ¢ et cos ¢ - i sin ¢ sont deux hombres complexes inverses.

1 . 1 .
————————=Ccos@-ising gt —————=cosp+ising
Cosp + 1SN Cosp —ISIno
6.3 Quotient

. (ot L 1 .
A partir de I'égalité : —=z. — et des points 6.1 et 6.2, nous concluons :
z z

Le quotient de deux nombres complexes non nuls est un nombre complexe dont
e le module est le quotient du module du premier par le module du second
e |'argument est la différence entre I'argument du premier et I'argument du second.

Dans le plan de Gauss : diviser un nombre complexe z (de module p et d'argument @) par un autre nombre
complexe z' (de module p' et d'argument "), revient a appliquer au nombre complexe z une rotation d'angle -¢'
suivie d'une homothétie de centre o et de rapport égal a I'inverse du module de z'.

6.4 Puissance a exposant naturel non nul: formule de Moivre.

Considérons un nombre complexe non nul écrit sous forme trigonométrique : z = p (cos ¢ + i sin @) etn e N°
En appliquant la régle du produit au calcul de z" on obtient :

[ 7 =DCisel=p"Cisne) |

En particulier, si p=1

| (isg)'=(cisng) |

connue sous le nom de formule de Moivre

En se basant sur l'interprétation graphique du produit de 2 nombres complexes,
nous trouvons aisément la représentation dans le plan de Gauss des puissances
successives d'un nombre complexe.

]

Extensions de la formule de Moivre:
1. Onaaussi:(cos ¢ - i sin ¢)" = (cos ng - i sin ne)

n
. 1 1 1 .
Eneffet:(cos<p—|sm<p)”=[ — ) = — = — =Ccos ne - i sin ne
cosp +Isine (cose +ising)"  cosne +isinne
2. la formule de Moivre est encore valable pour les puissances dont I'exposant est un nombre entier strictement
négatif.
En effet, si n est un nombre entier strictement positif, alors - n est un nombre entier strictement négatif.

Et: (cisp)"= 1 . = 1_ i
(cosg +ising)" cosne +isinng

=€0s no - i sin ne= cos (-n)e + i sin (-n) = cis (-n)e

6.5 Applications.

6.5.1 Application 1
a) Calculer (1 ++/3i)® Solution : 2% (1 - /3 i)
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1+i

J3-3i

b) Déterminer la forme trigonométrique de (1+i) (/3 -3i) et de

5

Solutions : a) 2 /6 (cis 345°) b) ?6 (cis 105°)

6.5.2 Application 2

En utilisant la formule de Moivre,
a) retrouver les formules exprimant sin 2x et cos 2 x en fonction de sin x et de cos x
b) calculer sin 3x et cos 3x en fonction de sin x et de cos x

6.5.3 Application 3 : résolution d'équations binbmes
a) résoudre I'équation z° = 1

Remarquons que dans R, cette équation a une solution unique : 1. Nous allons voir que dans C, cette équation a
3 solutions dont la solution réelle 1

Soitz=pcis o Orl=1cis0°
L'équation z° = 1 < p3cis 3¢ = cis 0

2
Spl=lep=1 et3¢0=0+k2rn (k € 2) <:>(p:k.?n(keZ)

L'équation proposée a donc trois solutions :
sik=0:2z, =cis 0 =1 et nous retrouvons la solution réelle

21 1 i\/§

sikzl:zzzcosz—Tc +isin===-Z= +j2=2
3 3 2 2

i

2

. dn . . 4xn 1

Sik=2:23 = cos— +isin—=-=
3 3

Les solutions ont pour points-images les sommets d'un triangle équilatéral inscrit dans le cercle centré a 'origine

et dont le rayon vaut 1; un des sommets de ce triangle est le point-image de 1

b) résoudre I'équation : z* =8 + 8+/3 i

Soitz=pciso or:8+8\/§=160is§

L'équation z* =8 +8+/3 < p* cis 4 = 16 Cis g

4 Y T I
& =l6<=p=2 et do= — +k2nop= — +—
[p p=2] [4¢ 3 TS0= o 2]
L'équation initiale a donc quatre solutions :
sik=0:21=2(cos£+isin i) sik=1:22=2(cos7—n+isin7—n)
12 12 12 12
sik=2:23=2(cos&+isinl3—n) sik=3:z4=2(cosw—n+isinm—n)
12 12 12 12

Les solutions ont pour points-images les sommets d'un carré inscrit dans le cercle
centré a l'origine et dont le rayon est 2 comme I'illustre la figure ci-contre.

6.5.4 Generalisation i
Un nombre complexe z = p cis ¢ admet n racines n°™  On montre aisément que celles-ci ~]
AN
sont données par zy = % cisLan ke {0,1,2,...,n-1} | \
n -

. e [ -
Dans le plan de Gauss, ces racines sont les n sommets d'un polygone régulier inscrit dans un \\/
cercle de rayon Q/E et de centre O comme I'illustre le graphique ci-contre dans le cas ou 3

n=5etp=0

- . : o . 2kn .
Cas particulier : les racines n°™ de I'unité sont cis —— et se situent sur un cercle de centre O et de rayon
n

unitaire, la premiére étant I'unité.
La figure ci-contre illustre le cas des racines cinquiémes de Il'unité.
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6.5.5 Théoreme d'Alembert (1717/1783)

| Un polynéme de degré n, a coefficients complexes admet n racines complexes, distinctes ou non.

Ce théoreme, appelé aussi théoreme fondamental d'algébre sera admis sans démonstration. Remarquons
simplement qu'il est la conséquence du théoreme suivant :

Un polyndme de degré n, a coefficients complexes, a au moins une racine complexe.

En effet, dés lors, P(x) étant un polyndme de degré n, il a une racine x; et P(x) = (x — X1) Q(x), Q(x) étant de
degré n — 1, et ainsi de suite. Donc P(x) =a (X — X;)™ (X —%2)? ... (x = X,)” avecr; +r,+ .. +r,=n

7. Exercices

7.1 Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire des nombres complexes dont le
module est p et I'argument mesure ¢

P |3 2 1 3 N 1 4 2 1 2
b1 b1 T 5n n 5n 11 5n

¢ E m 7 "7 3 T T 3 N T

7.2 Démontrer

1) 247 =2+7 2) 27=2.7 3) 2" =(E)" 8z.7=f

7.3 Calculer le module et I'argument des puissances successives de

;Iz' 4. 1-i _ 6. 1-V3i 8. - (43 +i)
3 1+ S - 7. Bi-n

7.4 Calculer:

1) (L+i43)° 2)(L+iB)P+(1-i3)° ) (A+iv3)P-(1-iv3)?
sol:1) (-1-iv3)2% 2)- 28 3) 283 i

7.5 Résoudre les équations suivantes :

1. (1-i)z%-2z-(11+3i)=0 4. 22-4(Q-i)z+2(@4-0)=0

2. - (5-i)z+8-i=0 5. 2iz2-(1+2i)z+i-1=0

3. 72-(5-4i3)z2+9=0

Solutions

1. 21:3+2i 22:-2-i 4, 21:3-5i 22:1+i

2. 20=3-2i z,=2+i 5 z;=1-i Zz=%
9-9V3i 1+/3i

3. Z; = 2= >

7.6 Résoudre les équations bindbmes suivantes :

1. 22=-8i 4. 2°=-1 7. 22=1 10.2° =1 +i
2. 22= J3-i 5. 2°=2-2i 8. Z+1-i=0
3. 2°=-8i 6. 22=1+i 9. =3 (J3-i)
Solutions
h i T Cn e (T . P e

1. Zl—ZCISE—ZI 22—20|s?—-\/§-| 23—ZC|ST—\/§-I
2. o= 2 cis (%+k132—g) 4. z,= %05 cis (g+kg)

k e{0,1,2,3,4} ke{0,1,2...5}
3. 7= 8/8cis [%Jrk%j 5. 7= 298 cis (—%+k%ﬂj

ke {0,1,2...7} kel 23,45}
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6.

7.

8.

z,= Y2 cis [i+k2—“j 9. z(=cis (—%+k2—;jke{1,2,3}

20 5
ke{0,1,23 4 .
<{ ) } 10.2,= ¥/2 cis (l+k£J ke{01,2 3}
2 = cis [k?"j ke {0,1,2.. .4} 16 2
20= 42 cis [ 3Tk X k e{0,1,2, 3}
162

7.7 Exercices généraux

1.
2.

Résoudre : [(1-2) - (1+2)][1-2)* (1-2) (1+2)+ (1 +2)?]1=0 sol:1)z=00uz=++3i
Résoudre : z* - 2°+3z-3=0
sol:z;=1 22:%(%“%) 2;=-33 242%/5(%4@)
Résoudre : z°+ (1-2i)z*-2i=0
Sol:21:§/§(§+%) 22:%(—§+%) z3= =32 z4:%+§i
zs=-1 26:%—§i
Résoudre : z%- (1 + 4i) z*+ (3i—-3) =0
Sol:z;= 8/2 cis % 7= fi/Ecissla—g Z3= £i/icislf—eﬁ 4= Ei/iciszls—(;E
Z5= ﬁcisg Zg= \/§cis%c Z7 = ‘\‘/§cis%T zgz%cis%

a) Résoudre dans C : 28 + z*+ 1= 0
b) Décomposer le polyndme z® + z* + 1 en un produit de 4 polynémes du second degré & coefficients réels

NI 1 .43 3o 1 .43

Sol.:a)z;= —+— = —=+i— 7= ———— Zp==—i—
)= 2T 2 2 ‘T2

1 .43 V3 i 1 .43 J3

Zs==+i— Ze=——+— ;= —=—i— Zg=—
T2 T T2 T2 2 7

b)p@2) = (2 +v32z+1).(Z2-V3z+1).(P+z+1).(Z%-2+1)

7.8 Exercices de synthese

1.

2.
3.

Démontrer :
a) Que les n racines de I'équation z" = 1 (n e N) sont les puissances successives de I'une d'entre elles. Le
choix de cette racine particuliere est-il arbitraire ?
b) Sin e Netn> 1= lasomme des racines de I'équation z" = 1 est nulle et le produit de ces racines vaut - 1
si n est pair et 1 si n est impair.
¢) Sine Netn>1=lasomme des racines de I'équation z" = u (u € C) est nulle et le produit de ces racines
vaut - u si n est pair et 1 si n est impair.

Résoudre dans C : 4 z*- 42°+ 52— 4z +4=0

Calculez les deux racines complexes (en fonction du parametre réel a) de I'équation suivante :

z2+(a+2i)z-[3+3J-i=o
274

Quelle valeur donner au paramétre a, pour qu'une de ces racines soit purement imaginaire ?
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