IV. Limites — Asymptotes.

1. Introduction

1.1 Exemple1:

On laisse tomber une balle. Elle rebondit a chaque fois aux ¥ de la hauteur précédente.
Que va-t-il se passer ?

1.2 Exemple 2:

Considérons la situation suivante :

Dans un carré, on construit un autre carré en joignant les milieux des
cotés. On recommence la méme opération sur le deuxiéme carré, ce
qui fait apparaitre un troisiéme. On fait de méme sur le troisiéme carré
et ainsi de suite.

Que se passe-t-il ?

1.3 Exemple 3:

Dans un dodécagone régulier (douze cotés), dessinons-en un second en
joignant les milieux des c6tés du premier, puis un troisiéme en joignant
les milieux des c6tés du second, et ainsi de suite.

Que deviennent, si on continue, les aires des dodécagones ?

1.4 Exemple 4:
Dans un carré dont la diagonale mesure 2 unités, on dessine une spirale comme indiqué a la figure a. Les
. . . 111
distances de ses sommets successifs au centre du carré sont 1, 21208
Ensuite, on dessine une deuxieme spirale (voir la figure b), mais cette fois, les distances de ses sommets
successifs au centre du carré sont 1 1111
) 21 3! 4! 5~~-~
)
1 1 102
5 116
1/8 \/4 1/4 /3
fig. a fig. b

1. Peut-on continuer ces deux spirales ?
2. Quelle est la longueur de chacune ?
3. comparez ces deux problémes et leurs résultats.
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Observations et généralisation

Dans le cas de ces spirales, les longueurs des segments qui les constituent, forment des suites de nombres t,, qui
tendent vers 0 lorsque n tend vers l'infini.

1 1 1)45

La longueur de la premiere spirale (constituée de n morceaux) vaut : L, = (1+E +Z +2—nj7

_ n _ n
Par les propriétés des progressions géométriques, nous avons : L, = 1-05" V5 - 1205 V5

1-05 2 05 2
_ n
La longueur de la spirale compléte vaut donc : lim 1-05 ﬁ
n—o 05 2
n P . 1 \/g
Et comme 0.5" tend vers 0 lorsque n tend vers I'infini, la longueur totale de la spirale tend vers 05 2 =5

Si nous reprenons le méme processus, avec une spirale dont les segments successifs ont pour longueur 1, g, g°,

g°, ...q", sa longueur totale tendra vers % lorsque0<g<1
-q
. 1
Remarquons enfin que lasomme 1+ q + g?+ ¢ + ....q" tend vers T a lorsque |q| < 1
-q
La seconde spirale n'est pas du tout comparable a la premiére. (a prouver)

1.5 Exemple 5 : Continuité de I'ensemble des nombres réels - intervalles emboités.
7 est un nombre réel (non rationnel). Observons le tableau suivant ;

n e [3, 4] 3 4 n=3..

n e [3.1;3.2] 3.1I - 32 I n=3.1...

n € [3.14; 3.15] 314 x | 3.15 | n=3.14...
7 € [3.141; 3.142] 3141 | - 3_14;2 n=3.141...

Les intervalles fermés précisés dans la premiére colonne et représentés dans la deuxiéme colonne sont des
intervalles décimaux fermés emboités.
7 appartient donc a chacun des intervalles d'une suite illimitée d'intervalles décimaux fermés emboités.

Nous admettrons sans démonstration la propriété suivante (appelée propriété de continuité ou de complétion de
I'ensemble des nombres réels) :

Il existe un seul nombre réel appartenant a chacun des intervalles d'une suite illimitée d'intervalles décimaux
fermés emboités.

On dira que I'ensemble des nombres réels est continu ou complet.

Considérons a présent les deux suites d'intervalles décimaux fermés emboités suivants :

[2.6; 2.7]

[2.7; 2.8]

[2.69; 2.70]

[2.70; 2.71]

[2.699; 2.700]

[2.700; 2.701]

[2.6999; 2.7000]

[2.7000; 2.7001]

Il existe un seul nombre qui appartient a chacun des intervalles de ces
deux suites : ce nombre est 2.7

L'examen des bornes inférieures des intervalles de la premiére suite
permet de dire que ce nombre s'écrit aussi 2.69999... cette écriture
comportant une suite illimitée de chiffres 9 successifs.; de méme que
I'examen des bornes inférieures des intervalles de la seconde suite,

permet de conclure que ce nombre s'écrit aussi 2.70000..., cette écriture comportant une suite illimitée de

chiffres 0 successifs

Conclusion : un nombre décimal limité a deux écritures illimitées, I'une comportant une suite illimitée de chiffres
0 successifs et I'autre comportant une suite illimitée de chiffres 9 successifs.
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Donc, sous réserve d'exclure les écritures décimales illimitées comportant une suite illimitée de chiffres 9
successifs, tout nombre réel a une seule écriture décimale illimitée et toute écriture décimale illimitée est celle
d'un seul nombre réel.

1.6 Exemple 6 : le nombre d'or

Construire un rectangle R; de longueur L; et de largeur l1. A partir de ce rectangle, en L,
construire un second R, , en juxtaposant le long de son grand cété, un carré de coté L,
comme indiqué sur la figure. Le rectangle R, a alors pour longueur L, = L + |, et pour Iy Ry
largeur L,
De la méme maniére, construire Rs, en juxtaposant un carré de c6té L, le long de la Carré de
longueur de R ez
g 2 coté Ly

Dés que ’on dépasse le cadre de la feuille on poursuit en complétant le tableau qui |
reprend pour chaque rectangle, ses dimensions et son coefficient de forme 2
(le coefficient de forme d’un rectangle est le rapport de sa longueur a sa largeur)

I—2 R,

—

N° du rectangle L, I

>

AlWIN|F

Observation : lorsque I'on va suffisamment loin dans la suite des rectangles, on constate que le coefficient de
forme a tendance & se stabiliser vers une valeur proche de 1.618 quelles que soient les dimensions du rectangle
initial. Il semblerait donc que lim k,=1.618...quelles que soient les valeurs de L, et |;

n— o
Comment le prouver ?
Pour cela: nous avons : L.+ =L, + 1, et 1 = Ly
L, +I I 1
n n — 1+ _n - 1+ —
Ln Ln kn

S'il est vrai que la suite des termes se stabilise (autour de k = 1,618 semble-t-il), c'est que Kn+1 = Kj,

et donc k.=

lorsque n devient infiniment grand. Dans ce cas, on doit avoir: k=1 + % oki-k-1=0

1445
2

&> k est solution de I'équation k? —k — 1 =0 Or, cette équation admet pour solutions :

qui valent respectivement 1.618 ... et - 0,618033. Comme le coefficient de forme d'un rectangle est toujours

. . . 1+45 . .
positif, nous retiendrons la solution T\/_ qui est appelé le nombre d'or.

On le désigne par la lettre grecque ¢ (phi) en hommage au sculpteur grec Phidias (né vers 490 et mort vers 430
avant J.C) qui décora le Parthénon a Athénes en utilisant beaucoup ce nombre.

La premiére manifestation humaine de la connaissance du nombre d'or remonte a 10 000 ans (temple d'Andros
découvert sous la mer des Bahamas).

Comme nous l'avons énoncé ci-dessus, le coefficient de forme d'un rectangle est le rapport entre sa longueur et

L
sa largeur : T

Le nombre d'or est également défini de la maniere suivante : c'est le coefficient de forme d'un rectangle tel que si
on enléve a celui-ci un carré de coté égal a la largeur du rectangle initial, le rectangle restant a le méme
coefficient de forme que le rectangle initial
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Ilfautdonc:TLch»L(L—I):IZQLZ—LI—IZ:O |

L-1
2 2 2
L__L_I_I_:O@ L _L_l
(R N I [
L . . . . . ,
T est donc solution de I'équation x> — x — 1 = 0 : nous retrouvons I'équation résolue L
précédemment dont la solution positive est
1
= +2\/§ , le nombre d'or
Remarque :
Les feuilles de papier que nous utilisons (A3, A4, AS ...) ont un coefficient de forme |
égal a J2

En effet, elles sont telles que si on les coupe en deux (en divisant la longueur par 2),
on obtient une feuille (rectangle) de méme coefficient de forme.

L | 2. L2 L
Il faut en effet que TzL—<:>L =21 <:>|—2:2etdonc T:\/E L

7

2. Limite d'une suite : définitions

2.1 Une suite tend vers O

Dans les exemples ci-dessus, lorsque nous avons rencontré des suites de nombres positifs, nous avons parfois
conclu : ces suites "tendent vers 0" (exemples 1 et 2). Dans ce cas, hous pouvions répondre affirmativement au
défi : "est-il possible, en allant suffisamment loin dans la suite de trouver un élément de la suite & partir duquel,
tous les termes qui suivent sont plus petits que n'importe quel nombre positif choisi ?"

En termes mathématiques, cette affirmation se traduit par :

Si (up) désigne une suite positive de nombres, alors: lim u,=0<Ve>0:3ngeN:Vn>ny:u,<eg

n— o

Application : montrons que la suite formée par les aires des carrés décrits a I’exemple 2 du point 1 (carrés
emboités) dans le cas ou le carré initial a un c6té de longueur 1 converge vers 0

. . 1
Le terme général de cette suite est de la forme u, = 2_“
Il faut donc montrerque Ve>0:3np e N:Vn>ng:u,<g
. 1 . 1
c.ad.: o <g:ilfautdonc2"> =

&
no est donc le plus petit nombre naturel qui vérifie cette propriété

2.2 Une suite tend vers un réel a

Comme dans I’exemple 4a, une suite peut tendre vers un nombre réel a : cela signifie que la différence |u, — a|
devient quasiment nulle lorsque n grandit ou que la suite |u, — a| converge vers 0

limu,=aVe>0:dngeN:Vn>ny:|u,—al<e

n—
Exemples
. s e . 123 45
a) Considérons la suite définie par u, = dont les premiers termes sont: —,—,—,—,—.
n®+1 2'5'10'16 ' 26
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On montre aisément que lorsque n augmente sans cesse, le quotient devient inférieur a tout nombre

2

n“+1
positif < lim u, =0
n— o
1000
En prenant une grande valeur de n, (ex : n =1000) nous avons : U;geg = ————— = 0.0009999
1000001
b) Siu, = 2n _11, les premiers termes de cette suite sont : % %%

W owlw

2n+2—3:2_ 3 =|u—2]|= — qui converge bien vers 0
+

Nous constatons : u, =
n+1 n+1

2.3 Une suite tend vers plus l'infini

De méme, certaines suites tendent vers plus I'infini : cela signifie que u, peut étre supérieur a n’importe quel réel
positif, aussi grand soit-il : il suffit que n soit suffisamment grand.
En langage mathématique, nous avons :

limu=+0<VG>0:dngeN:Vnxngu,>G

n— o

Application :
2

s e n
Montrer que la suite définie par u, = tend vers + oo

2.4 Une suite tend vers moins l'infini

Une suite tend vers moins l'infini (exemple 3b) signifie que u, peut étre inférieur a n’importe quel réel négatif :
il suffit que n soit suffisamment grand.
En langage mathématique, nous avons :

limu=-0oVG<0:dngeN:Vnxnyu,<G

n— o

Application :
3

Montrer que la suite définie par u, = tend vers -

3. Quelques écueils

3.1 Dans laréalité, on ne va pas jusqu'au bout !

e En effet, nous sommes souvent arrétés par des éléments pratiques : crayon trop gros, épaisseur du
papier ...

*  Pour pouvoir entrer dans le concept de limite, on doit quitter le monde tangible, et entrer dans le monde
des idées. Mais méme ainsi, il est parfois difficile de concevoir certaines situations (telle une spirale
infinie.....)

*  Nous sommes aussi limités par l'aspect calculabilité : impossible d'écrire 10000 décimales.
(remarquons que méme les calculatrices sont limitées.)

3.2 Attention aux intuitions fausses !

Sans réflexion, on pourrait affirmer certaines propositions a tord.

Exemples :

Il est faux de dire que :" Une suite positive strictement décroissante devrait tendre vers 0" (Justifier 1)

Il est également faux de dire :" Une suite positive strictement croissante devrait tendre vers l'infini" (Justifier !)
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4. La droite numérique achevée

Dans les paragraphes précédents, nous avons abordé la notion d'infini. Pour cela, nous avons employé les
symboles + oo et - co. Précisons ces deux valeurs.

Nous constatons que IR n‘admet pas de maximum ni de minimum.

Nous allons former un nouvel ensemble R = IR U {+x , - o} tel que -oo = min R et +o0 = max R
=>VrelR:-o<r<+ow

L'ensemble R est appelé la droite numérique achevée.

Nous pouvons alors définir les opérations habituelles dans R : addition, multiplications ...

Bien entendu, les opérations restent les mémes pour tous les éléments de IR, et nous n'envisagerons que les
opérations faisant intervenir + o,

Addition dans IR : (+o0)+(+0)=+c0 (-o0) + (-0)=-a0
vrelR: (to)+r=+w=r+(+ ) (-o)+r=-co=r+(-)
Multiplication dans IR : (+ ) . (+ %) = + 00 = (- %) . (- ) (- 0) . (+ ) = - 00 = (+ c0) (- )
vrelR} +o0.r=+00=r. (+w) -0.[=-0=[,-©
VrelRy +oo.r=-c=r.(+x) -0.r=+0w=r.-mo

En fait , toutes ces opérations ne se font pas comme présentées ci-dessus, mais sont obtenues comme "limites"
d'opérations dans IR
Il reste des cas non prévisibles : ce sont des cas d'indétermination :

+o0 i@ -00 -00

+ 00 + (- 00) (- ) + (+ o0) o — o = 0.(xx)

. . 0
Auxquels on ajoutera également le cas : o

Ceci signifie que lorsqu'on a par exemple un quotient dont le numérateur et le dénominateur tendent tous deux
vers + oo, il faudra étudier le cas particulier de cette expression pour voir vers quelle valeur elle tend.

5. Limites et fonctions

5.1 Les courbesy =x"(n €N)

Nous savons que la courbe d'équation y = x est une droite croissante. la courbe d'équation y = x? est une
parabole, et nous obtenons aisément les courbes d'équationy = x*, y = x*, y = x° & l'aide de la calculatrice.
Nous observons

Si n est pair, en prenant n'importe quelle suite de valeurs de X qui converge vers + oo, les suites des valeurs
correspondantes de X" convergent vers + co. Ondira: lim x"=+o

X—+ o
De méme, en prenant n'importe quelle suite de valeurs de X qui converge vers - oo, les suites des valeurs
correspondantes de x" convergent vers + .o Ondira: lim x"=+o0

X—> -0
Si n est impair : en + oo, les mémes observations que pour n pair peuvent étre faites, tandis que pour n'importe
quelle suite de valeurs de x qui converge vers - oo, les suites des valeurs correspondantes de x" convergent vers -
00,

Ona: lim xX"=-w et lim x"=+w

X —> -0 X—>+00

5.2 Les fonctionsy = 1/x" (n € N)

5.2.1 La fonction %

. . 1 . .
Reprenons maintenant la fonction f(x) = — et calculons quelques points du graphe de cette fonction
X
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X f(X) i

+4 -1/4 ’ "\

+3 |13 213

+2  |-1/2 : \

£1 | T
+1/2 |-2 i \ )

+1/3 |-3 \,

+1/4 |-4 |

0 / I

Si nous la tragons sur la calculatrice graphique, en faisant quelques "zoom out" successifs, il semble que la
fonction soit presque confondue avec les axes. Comment interpréter cela ?

Cela signifierait que lorsque x devient grand, la fonction se rapproche de I'axe des x

Observations :

En s'intéressant au comportement de la fonction y = % lorsque x tend vers I'infini, nous pouvons dire :
. %se rapproche de 0 d'aussi prés que l'on veut lorsque x grandit.

e L'écart entre la courbe y = % et la droite y = 0 devient de plus en plus négligeable.
* Le graphique se rapproche d'autant plus de I'axe des x que les abscisses sont grandes
Toutes ces observations se traduisent par : lim 1. 0 ou en phrases mathématiques :

X— 0
lim le@VselRS:HSeIR:Vx>6: —|<e
X — +o0
On peut reprendre le méme genre d'observations en - co , pour obtenir :
lim l=0<:>V.S€|R$:EI8€IR:VX<8: A
X— -0 X

Observons maintenant le comportement de cette méme fonction au voisinage de x =0
1 , , . .
e On peut rendre X aussi grand qu'on veut pour autant qu'on choisisse des valeurs de x suffisamment

proches de 0 par valeurs positives.
* Lesordonnées des points du graphique sont d'autant plus grandes que les abscisses de ces points sont
proches de 0 par valeurs positives.
Que I'on traduit mathématiquement :

lim l:+oo<:>VreIRE;EISEIRE;:Vx:O<x<6:l>r
x— 0" X X

de méme : |im_l:—oo<:>vreleE|8€IRbZVX:5<X<O:l<I’
x—0" X X

5.2.2 Les fonction % (n e N)

Le tracé des graphes de ces fonctions (sur papier ou avec l'aide de la calculatrice) Bl

. - . . 1
nous permet de voir que les limites observees pour la fonction y = X sont les [ ]

mémes pour y = % lorsque n est impair. / ‘ \

, . . 1 . 1 .1
Pour d'un exposant pair, nous avons lim —5=0et lim == lim_ 5=+
X — 0+ x—>0 X

X — *oo X

(ci-contre la représentation graphique de f(x) = %)
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5.3 Des exemples concrets.
Un toit en surplomb.

Un toit en pente s'appuie sur les murs MN et AB. Ceux-ci sont hauts de 3m et

écartés l'un de l'autre de 4 m. Le toit peut étre plus ou moins incliné.

e Comment varie la hauteur h du faite lorsque la distance x s'approche de
2m?

e Comment varie h lorsque x devient de plus en plus grand ?

e comment se traduisent sur le graphique de h en fonction de x les
observations précédentes ?

Une balance défectueuse.

Un marchand de légumes octogénaire utilise encore une balance a plateaux.
Celle-ci, malheureusement, n'a pas les deux bras égaux. Par souci d'honnéteté,
le marchand propose de peser la marchandise une fois a gauche une fois a
droite et de faire ensuite la moyenne des pesées. le défaut est-il ainsi corrigé ?
Sinon, a qui profite la manceuvre ?

(Indication: P étant le poids réel, étudier le poids facturé en fonction du rapport
des longueurs des bras de la balance)

5.4 Limite d'une fonction en un réel a

— L1 L, —

lim f(x) = b signifie que f(x) peut étre aussi proche que I'on veut de b pour autant qu'on prenne une valeur de x
X—a

suffisamment proche de a.

Mathématiquement :

lim fx)=b< VeeR§IS e IRj: x=aet x—a<d=[f(X)-b|<e
X—a

5.5 Limite d'une fonction en + «

Dire que Iinl f(x) = b signifie si on prend une valeur de x suffisamment
X — to

grande alors f(x) peut étre aussi proche que I'on veut de b.

Mathématiquement :
lim fx)=b<oVeelR{:Ine R{:x>n=I[f(X)-b|<e

X — +o0

Les définitions sont semblables pour lim f(x)=bou lim f(x)=+x
X = —0 X — 40

(0, b)

5.6 Limites et opérations algébriques.
Sif:R>R:x—>f(x) et g:R>R:x—>g(X
Soita € R
Si XIimaf(x) et Xlimag(x) existent
Alors, on peut montrer que :
* lim (kf() =k (Jim f(x))
* lim (f()+g(x)) = lim f(x) + lim g(x)
«lim (f 909) = (Jim £69) . (lim g(x))

. im m:—)!Lrpaf(X)

=g limg(x)

Pour autant que les seconds membres aient un sens.
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6. Calcul de limites
6.1 Fonctions non définies en a

6.1.1 Exemplel

. CC -3+l
SO =555+ 2.
0

Si nous calculons f(1) nous obtenons 0

. fn'est donc pas définie au point 1

Comme le numérateur et le dénominateur s'annulent en x = 1, on peut les factoriser tous deux en mettant (x - 1)

en évidence dans chacun d'eux et en recommencant I'opération si c'est possible.

x—1)*(2x+1 : 2x+1
f(x) = K_L§_2 Soit g(x) = 52

xX-1)(x+2)

f et g sont deux fonctions presque partout égales. Leur différence réside dans leur domaine de définition.

dom f = IR\{1, -2} etdom g = IR\{-2}. L& ou elles sont toutes deux definies, elles sont égales.

De plus g est "continue " en x = 1. g est appelée prolongement continu de fen 1
XIim1 f(x) = XIiml gx)=g(1) =1
— —

Applications : calculer

. x?-2x-3 . X3 4+4x% +5x+2
Xx=>3 X°—X—-6 x=>-1 x° -3x°-9x -5
4 1
Sol:a) — b) - =
) 5 ) 6

6.1.2 Exemple 2
soit f(x) = @

Comme dans le cas précédent, le calcul de f(3) donne lieu au cas d'indétermination g f n'est pas définie au point

3, mais on ne sait pas mettre (x - 3) en évidence. Nous allons dans ce cas multiplier numérateur et dénominateur

par le bindbme conjugué du numérateur.
) = (V2x+3-3)(V2x+3+3) _ 2Xx+3-9 2Xx—6

2(x—13)

Et nous trouvons a nouveau un prolongement continu de f au point 3 : g(x) =

Et donc lim f(x) = g(3) = =
X—3 3

Remarque : Nous serons parfois amenés a multiplier les deux termes de la fraction a la fois par le binéme

conjugué du numérateur et par celui du dénominateur.

Applications : calculer

. 3XZP—Tx+2 . J10—-x —-3x
a) lim ———— b) lim ———
X222 Ix+7-3 L x—y2-X

sol : a) 30 b)—%

6.1.3 Exemple 3
Soit f(x) = %

Cette fois, si nous calculons f(3) nous avons une impossibilité du type un réel sur 0

. 1 .1
Posonsu =x -3 alors lim ——== lim =
x>3X-3 usoUu
.1 .1 . 1
or lim ==+ et lim ==-o0 =lim —=+w et
u—0*U u—0 U X — 3* X-

(X-3)(2x+3+3)  (x-3)(J2x+3+3) (X-3)(/2x+3+3) (x—3)(V2x+3+3)

2
2x+3 43

1
lim ——==-w
x—>3 X-
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Dans ce cas, f a une limite a gauche de 3, une limite a droite de 3 mais n'a pas de limite au point 3.
Pratiquement, on peut disposer les résultats de la fagon suivante :

X | 3

X—3 - 0 +
1 - o +
X-3

Remarque : Toute limite du type 6 donnera toujours un résultat du type + oo L'indétermination ne se situe qu'au

niveau du signe. 1l faudra donc étudier le signe de I'expression de part et d'autre de a

Application : calculer lim M
' x5 _2x2 +11x—5

Sol : limf(x) =+ et limf(x) = -

X—5 X—5

6.2 Limites en # o

6.2.1 Exemple 1

Considérons la limite d'un polyndme en + o
Soit f(x) = 3x* - 2x + 5
Si nous calculons f(+ <), nous obtenons I'indétermination + c - 0 + 5
En mettant le terme de plus haut degré en évidence : f(x) = 3x? (1 —3—2)( + 3_?(2> (VX #0 mais X — + o)
= lim fX)=+w0((1-0+0)=+x et limf(x)=+0(1-0+0)=+w
X —> +0 X — -0

On peut proceder de méme pour n'importe quel polyndme, ce qui nous amene a la conclusion suivante :

| La limite d'un polyndme en + o est égale a la limite de son terme de plus haut degré en + o

6.2.2 Exemple 2

Etudions maintenant le comportement d'un quotient de polyndmes en = infini.

. 2x°—1
SO = 30 ox 1

. +00 . .. . .
lim f(x) = qui est un cas d'indétermination.
+00 - 00
X — 400
” . +o0 +00 . oz L
De méme lim f(x) = = — est aussi un cas d'indétermination.
X > - +o0+o0  +o0

Nous allons employer une technique semblable au cas précédent pour lever ces cas d'indétermination, en mettant
en évidence les termes de plus haut degré dans le numérateur et dans le dénominateur.

1 1
2x° (17—2) 2(17—9
lim (x) = lim 2X7___ jim 2x/___.2
X —> -0

x>0 a2 a2 1\ xoum 2 1)' 3
-3X <1+3x &f) 3(1+3x 3

et de méme lim f(x)z—%

X—>+00
Comme dans le cas précédent, on peut employer ce procédé pour n'importe quel quotient de polynémes et nous
arrivons a la conclusion :

La limite du quotient de 2 polyndmes en + oo est égale a la limite du quotient de leurs termes de degré le plus
élevéen+ oo

6.2.3 Exemple 3

. 1
Soit f(x) =———
W =7=
- : o ; ; 1 _1_
dom f=1]2, + oof et donc xI_|)rr_1ocf(x) n'existe pas, tandis que Xurpwf(x) = \/;O i 0
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6.2.4 Exemple 4

Soit f(x) = \x* —2x + 1 —/x" - 3

dom f = ]- o0 ,-\[3] U [\[3, + o[ et cela a bien un sens de calculer im £(x)
—>* o

lim f(X)=/+ 0-2.00+1-1/+0-3
X—>+

lim f(x)=\/+ 00+ 2. o0 + 1 - [+ - 3 qui sont & nouveau des cas d'indétermination.
X—> -
Pour les lever, nous multiplions et divisons par le bindme conjugué de I'expression.
(x2—2x+1) - (x* -3) _ —2X+4

f(x)= = -
VxZ —2x+14x2 -3 Yx2-2x+1+Vx%-3
4
X(-2+ ﬂ) X(=2+-)
X — X
2 2 1 2 3 2 1 3
\/x (1—X+)(2)+Jx (1—X—2) |Xl[\/1_x+x2+\/l_x2J
X -2+ 2
six >+oalorsx>0et—=1et lim f(x)= lim X =—=—=-1
IX] X -+ ®) x—>+oo\/l_2+1+\/l_3 \ﬁ+\ﬁ
X x2 x2
4
six—>-ooalorsx<0etiz—1et lim f(x) = lim x = 2 =1
|X| X —> —0 ano\/l_2+1+\/1_3 \/14.\/1
X x? x2
6.3 Exercices.
Déterminer dom f et calculer lim f(x)
X—a
1 f = 3t a=+1 a=+w _X—V5x-4  _
2 1 12.f(x) a=4
) ) Vx?+9-5
XS +X— _ _
2. f(X):v a=-2 a=zw 13f(X):(X 2)(X 4) a=1 a=3 a=+o
, (x=1(3-x)
_ X —6X+5 _ _ _ 2
3. f(x)——z_ - a=-2 a=5 a=ztow 14.f(x)=X—X6 a=-1 a=-2 a=+w
x“-3x-10 2
3 2 XT+3x+2
4. fx)= X B X2 a=1 a=+oo 15.f(x) =7x2 +5x -8  a=z
x3—x? —x+1 16.f(x) = - 3x* +5x*- 8 a=to
3,42
5. f(x)=X2+2X—;9><;9 a:% a=3 a=+w 17.(x) = Vx* —5x+3 a=+oo
2X3X—;_X2X+_4X+4 18.f(x) =Vx? —10x+8-(x-3) a=+w
6. 1(x) = 3 _5x? 1 8x_4 a=2;1;-3 ;40 19.f(x) = VX2 —2x — VX% +x+1 a=+oo
S, X522 , 20.f(x) =v2x? —7 —\/ax? —3x  a=+oo
) =———— a=
X-2 21.f(x) =V-5x3 +7x—1 a=tow
X—/X+2 2 _
P s T Ry T3 st am
9. f(x)= X+1-y2x-1) a=3 23.f(x):%/x3+3x+%/x2—x a=tow
VX-3
24.f(x):%/xs—x—Q/Zx?’—x2 a=tow
fx) = 3—/2x+3 _ 3 3 5
01092 71 Va2 a=3 25.£(x) =Ix3 —3x% + X ~1 -(x + 2) a= o0
Jx12-3x2_8 26.f(x)=x+3- I3 —2x a=tow
11.f(x) = a=2
V3x-2-2
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6.4 Solutions

1. @) limf(x)=-o limf(x)=+o b) limf(x) =-0.5 c) limf(x)=0
x;l x;1 -1 +oo
2. a)—3 b) £ o
3. a) lim=+wet lim=-w b)i c)l
g d 7
4. a)-05 b) 1
. . . 12
5 a)lim=+oet lim=-o b) lim =-—
g d g
6. )5 Db) limf(x)=-wet limf(x)=+0 ¢)0 d)2
x:)l x;l
7. Ya
8. 9/8
9.0
10.4/3
11.11/3
12.15/32
13.a)lim=- et Iign:+oo b) lim =- et Iidm:+oo c)-1
g g
14.a) lim=+ oo et Iign:-oo b) 5 c)+1
g
15.+ w0
16.-
17.+
18. lim=-2 lim=+o

19. lim=-3/2  lim =3/2
+0

20.- 0
21. lim n'existe pas et lim=+ oo
—00 +00

22.a)|igm=—ooet Iidm=+oo b) 0 01
23. lim =+ et lim =-

24, I+|§1 =-owet Il_r: =+

2.3 -

26.3

6.5 Exercices de prolongement.
Déterminer dom f et calculer lim f(x)
X—a

1. f(x)—x X| a=0 a=zw 5. f(x) =x.E(X) a=14 a=5
2. f(x) = a=0 a=+oo 6. f(x) = >§(-:_E(x) a=-3,6 a=7
i 7. f(x) = J—l| fa=2 as1 a=ziow

3. f(x):— a=1 a=-1 a=xw
LI 8 f)=2"2 a=2 a=tow
4, f(x)=|x-3|+[x-5/-|x+2] a=5 a=+w x—2 °
Solutions
1. a0 b) lim=-wet lim =0
—00 +00
2. a) Iim=—1et|idm=+1 b) lim =1et lim=-1
g 40 —00
3. a) Iim:+ooetlidm:-oo b) a) Iim:+ooetli£n:-oo C) I|m—-1etlim:+1
g g —o0
4. a)-5 b) + o

IVvV-12 CNDP Erpent - Limites - Asymptotes. 27/12/2013



5 a)l4 b) lim =20 et Iidm =25
g

6. a)—7,6 b) lim=13 et Iidm =14
g

7. a)0 b) + c)l
8. a) Iim:—letlignzl b) lim =1et lim-1
g +00 —00

7. Résumeé sur les méthodes de calcul de limites.

(Des imprécisions subsistent dans ce résumé, il doit simplement permettre d'avoir en téte un plan des différents
cas pouvant se présenter a ce stade de notre étude des limites.)

7.1 Cas d'indétermination

0.t i—z +00-00 (OU-c0+ o) %
7.2 Fonction de base
lim 1=0 lim L=0 limL=-0 et lim 2=+
X —> -0 X —> + o0 X—0" x—0"

7.3 Limite en un réel non isolé de I'adhérence du domaine de f

7.3.1 1% cas : f est définieena
alors Xlimaf(x) = f(a) < fest continue en a
-

7.3.2 2°™ cas : f n'est pas définie en a

1. Une limite amenant un résultat du type % (r # 0)sera toujours égale a + . Une étude de signe du
dénominateur permettra de déterminer s'il s'agit de + oo ou de - oo. (Il arrivera fréquemment que la limite &
gauche soit différente de la limite a droite.)

2. Dans un cas d'indétermination du type %, on factorise au maximum par (X - a) le numérateur et le

dénominateur on simplifie.

Onaalors: limf(x) = lim de la forme simplifiée ( qui donnera selon les cas un nombre réel ou g, ce qui nous
X—>a X—a

ramene au premier cas)

S'il s'agit d'expressions comportant des radicaux : on multiplie auparavant numeérateur et dénominateur par le
bindbme conjugué, ou par une expression conjuguée.

7.4 Limites en + o

1. Lalimite d'un polyndéme en + o = la limite de son terme de plus haut degré en + «
2. Lalimite d'un quotient de 2 fonctions algébriques en + oo vaut la limite en + co du quotient des termes de plus
haute puissance . ex: lim XX 3
x>t 2X-5
3. Lalimite en + oo d'une différence de 2 expressions (comportant éventuellement des radicaux) amenant une
indétermination telle que + o -
Il suffit alors de tenir compte des termes de plus haute puissance et dans certains cas, il faudra auparavant

multiplier numérateur et dénominateur par le bindme conjugué. ~ ex: lim (\=3x+1-1/X*-3)
X—>* oo

8. Asymptotes.

Nous avons déja rencontré la notion d'asymptotes (horizontales ou verticales) lors du tracé de courbes telles que

% , % tg x ...Nous allons maintenant définir les différents types d'asymptotes de fagcon générale.
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8.1 Asymptotes verticales.

fR—>R

f admet une asymptote verticale d;=x=a

<> a ¢ dom f mais a est adhérent au domaine de f et
Ii<m f(x) € {- o, + 0} et IiIn f(x) € {- o, + 0}
X—>a X—>a

Y

Cette définition se justifie aisément a partir du graphe ci-contre.
(dans le cas représenté lim f(x) =+ 0 et lim f(x) = - )
X—a X—a

d=x=a

Méthode : pour déterminer les asymptotes verticales d'une fonction, nous chercherons les limites de celle-ci aux
points adhérents au domaine de f mais n'appartenant pas a ce dernier. Si ces limites répondent aux conditions de
la définition, nous aurons une (ou des) asymptotes verticale(s) au(x) point(s) considéré(s)

8.2 Asymptotes horizontales.

fR>R
f admet une asymptote horizontale vers la droite : d=y=b < § Iirrl fx)=b
— +o0

f admet une asymptote horizontale vers la gauche : d=y=bh < . lim f(x)=b
— —0

De nouveau, cette définition se justifie aisément a partir des graphes suivants.

| A
Y Y
dy=y=b d,=y=b
——— I —
\X= / X=
Asymptote horizontale a gauche. Asymptote horizontale a droite

Méthode : pour déterminer les éventuelles asymptotes horizontales d'une fonction, nous chercherons les limites
de celle-ci en + 0. Si ces limites sont des réels, nous aurons une (ou 2) asymptote(s) horizontale(s) aux valeurs
trouvées

8.3 Asymptotes obliques.

fR—>R
f admet une asymptote oblique vers la droite : d;=y = ax + b < la distance
entre I'image d'un point sur la droite et celle de ce méme point sur le graphe de f

tend vers 0 lorsque x tend vers + oo c-a-d lim (f(x) - (ax + b)) =0 )
X+ ax+b
De méme : .
f admet une asymptote oblique vers la gauche : d;=y = ax + b < la distance X
entre I'image d'un point sur la droite et celle de ce méme point sur le graphe de f \_

tend vers 0 lorsque x tend vers - o c-a-d lim (f(x) - (ax + b)) =0
X—>—00

Parfois, la fonction f(x) peut se mettre sous la forme f(x) = ax + b + g(x) ot g(x) tend vers 0 lorsque X tend vers
I'infini. Dans ce cas, la fonction f admet une asymptote oblique y = ax + b.

Exemple 1 : la balance défectueuse qui donnait lieu a I'étude de la fonction y = x + %

2 —_— —_—
x* -1 : Par la division euclidienne : f(x) = (x+2)(x=2)+3 =(x-2)+ 3
X+2 X+2

Exemple 2 : f(x) =

Etnous avons lim f(x) = lim (x-2)+ lim 3

X —> +oo X —> +oo X —> +o0 X+ 2
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Lorsque x tend vers l'infini, le terme e devient négligeable, et la fonction se rapproche d'aussi prés que I'on
X+

veut de la droite y = x — 2.

Généralisation

On pourra toujours employer le procédé précédent lorsque f(x) est un quotient de polynémes tel que le degré du
numeérateur est supérieur d'une unité a celui du dénominateur. On pourra alors déterminer I'asymptote oblique
par une simple division euclidienne.

Dans les autres cas, hous ne pouvons déduire une méthode de recherche des asymptotes obliques d'une fonction
de facon aussi aisée que dans le cas des asymptotes verticales et horizontales. Nous allons donc devoir calculer
les valeursde aetb

Considérons tout d'abord le cas de I'asymptote oblique a droite (vers + o)

Siy =ax + b est AO a droite de la fonction y = f(x) alors Xﬁ)rrlw (f(x) - (ax + b)) =0

en divisant les deux membres de cette égalité par x (on peut le faire car x # 0 puisque X — + o) :
tim 1 Z@HD) i (m—a—EJ:OQ lim [mj-a— lim 2=0
X

X—>+00 X Xx—+0\ X X X — +o0 X =+ X
. b . f(x . f(x
CommebeR, lim ==0= lim Q -a=0< lim Q =a
X — 40 X X — +0 X X =+ X

En reprenant la premiere égalité : lim (f(x) - (ax+b)) =0 < lim (f(x)-ax)- lim b=0= lim (f(x)-ax)=b
X—>+00 X—>+00 X—>+00 X—>+00

Nous avons ainsi déterminé les valeurs des coefficients a et b d'une asymptote oblique a droite. Le raisonnement
est tout a fait analogue en - oo pour le cas d'une asymptote oblique & gauche.

Méthode :

. ) . ) . . . f(x
Afin de déterminer les éventuelles asymptotes obliques du graphe d'une fonction, on calculera: lim (Qj :
X—>+00 X

o i cette limite vaut £ oo, la fonction n‘admet pas d'asymptote oblique.
o Sielle vaut un réel a: calculer lim (f(x) - ax).
X—>+00

- Si cette limite vaut + oo, la fonction n'admet pas d'asymptote oblique, mais admet une direction
asymptotique de coefficient angulaire a.
- Si cette limite est un réel b : y = ax + b est une asymptote oblique a droite du graphe.
On travaille de méme en - o
Lorsque la fonction f(x) peut se mettre sous la forme f(x) = ax + b + g(x) ot g(x) tend vers 0 lorsque X tend vers
I'infini, elle admet une asymptote oblique y = ax + b.
Ce sera le cas lorsque f(x) est un quotient de polynémes tel que le degré du numérateur est supérieur d'une unité
a celui du dénominateur. On pourra alors déterminer I'asymptote oblique par une simple division euclidienne.

8.4 Exercices
I. Déterminer les asymptotes éventuelles des fonctions suivantes :

_X+1 5. f(x) =2 —3x-1 3x2—2x +1
1. f(X)—ﬁ 71 9. fx)= 7
5x + 3 6. f(x) = X~
2. f(x) = X-5 21
2-3x 1 10.f(X) = ———
Ix— 2 7. f) =\x——== x* —3x+2
3. 100=—5 3 Vx
3 2
52 +3 8. f(x) = 3X°+2X° —-4x -1
4. 100 =3 ) 71
Solutions :
1. AH:y=1 AV :x=%1
2. AH:y=-5/3 AV :x=2/3
3. AH:y=0 AV :x=2etx=-1
4 A0iy=-2x-10 AV x= 2
3 9 3
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. A0:y= \/Ex—i en

32

+ooety=-

. AVédroiteenx—S etAHeny=1len+w

. AOy=3x—-2entwetAVenx==%1

AV x=2et AO:y=3x

5
6
7. Avadroiteenx=0
8
9.
10.AV:x=2etAH:y=1

1. Soit la fonction f(x) = xS
bx +3

droites d'équationy =3 et x =
Donner un exemple de fonction dont le graphe admet une asymptote verticale d'équation x = 2 et une

+4

2

asymptote horizontale d'équationy = 3

9. La continuité.

2x+— en - oo

Déterminer a et b pour que le graphe de f admette comme asymptotes les

Une variable x varie de fagon continue dans [a, b] < x varie de a & b en prenant toutes les valeurs entre a et b par

ordre croissant.

Envisageons quelques exemples de fonctions qui vont nous amener a donner une définition de la continuité

d’une fonction en un point.

IS

[

Exemple 2 :
2 0 2 X soit f(x) = % Cette fonction n'est pas définie en x =0.
Exemple 1 : La variation de x entre a < 0 et b > 0 est discontinue en x
soit : f(x) = x* ; si x varie de fagon continue entre aet | = 0 = la variation de y est discontinue pour x = 0.
b alors, la variation corrélative de y est continue entre | La fonction f n'est pas continue en x = 0, mais est
y=a'ety="b’ continue pour toutes les autres valeurs.
2 —>o
v(litres) .
1 e—o /
T T 0 € T > :
-2 -1 0 1 2 3 .
1 E\_/
*———o -2 I

Exemple 3 : soit f(x) = E(x) Cette fonction est définie

partout sur R. La variation de x entre 2 valeurs

quelconques de R est donc continue. Mais la variation

de y n'est jamais continue aux valeurs entiéres de x.

2 -1 0 1 2 3 4 5 tfc) 8

Exemple 4 :

On rencontre un exemple concret de cette discontinuité
dans le graphique qui décrit le comportement de I'eau au
voisinage de 0°.

Synthése

Une fonctionf: R - R

x — f(x) est continue en x = a ssi elle est définie en x =a et lim f(x) = f(a)
X—a
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